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Розглянуто математичну модель напружено-деформованого стану надземної дільниці 
магістрального трубопроводу з урахуванням взаємодії надземного прогону з прилеглими до 

нього частинами підземних прогонів. Ґрунт, на який спираються підземні прогони 
трубопроводу, розглядається як пружна основа типу Вінклера. Місцеві ослаблення дільниці 
трубопроводу у місцях сполучення надземного прогону з підземними змодельовано введенням у 
систему пружних шарнірів. За допомогою матричного методу початкових параметрів вивчено 
вплив перепадів температури на стійкість надземної дільниці магістрального трубопроводу. 
Ключові слова: магістральний трубопровід, надземна дільниця, локальне ослаблення, перепад 

температур, стійкість, метод початкових параметрів. 

The mathematical model of stress-strain state aboveground station of pipeline is investigated  
with taking into consideration interaction aboveground part of pipeline with adjacent to it parts  

of underground pipeline. The underground parts of pipeline which leaning on the soil are considered as 
elastic Winkler type basis. Local weakening station of pipeline in connections areas underground part of 

pipeline with aboveground part are simulated by the introduction elastic joints into a system.  
Using the matrix method of initial parameters the impact of temperature changes on the stability  

of aboveground station pipeline is studied. 
Key words: the pipeline, aboveground station, local weakening, temperature changes, resistance, 

method of initial parameters. 

Постановка проблеми. Згідно з чинними вимогами [19], під час проектування надземних 
дільниць магістральних трубопроводів необхідно виконувати їх розрахунок на стійкість. Аналіз 
напружено-деформованого стану труби, обумовленого температурним перепадом, треба проводити 
з урахуванням її взаємодії з навколишнім середовищем (ґрунтом). За наявності дефектів матеріалу 
(тріщини, розшарування металу тощо) треба брати до уваги й місцеві ослаблення трубопроводу [13, 
20]. У зв’язку з цим постає потреба у розробленні узагальненої математичної моделі й алгоритму 
розрахунку багатопрогонової надземної дільниці магістрального трубопроводу на стійкість. 
Оскільки відношення довжини прогону до зовнішнього діаметра трубопроводу здебільшого є не 
меншим від п’яти, аналіз стійкості трубопроводу можна виконувати із застосуванням технічної 
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теорії згину.  Беручи до уваги багатопрогонову структуру механічної системи, для проведення 
розрахунку доцільно застосовувати матричний метод початкових параметрів.  

Проблемі стійкості пружних систем у науковій літературі приділяється значна увага. Класичні 
задачі стійкості пружних однопрогонових і багатопрогонових систем зводяться до знаходження і 
аналізу фундаментальних розв’язків диференціальних рівнянь зігнутої осі стрижня [1–3, 4, 5]. Для 
дослідження стійкості висотних довгомірних конструкцій застосовують енергетичні та динамічні 
критерії [6, 8]. Вивчено вплив особливостей прикладання навантажень, зокрема дії неконсервативних 
сил, на стійкість однопрогонових конструкцій [3, 6, 8]. Досліджуються особливості розрахунку 
складених довгомірних конструкцій [1, 5], а також конструкцій змінного поперечного перерізу [4]. 
Розглядається вплив власної ваги на стійкість висотних конструкцій [5, 10], а також вплив дії 
пружного середовища на критичне осьове навантаження стрижнів [1–3, 5]. У зв’язку з однотипністю 
задач про вільні коливання та про стійкість пружних систем їх нерідко розв’язують у спільній 
постановці [8, 10, 14, 16] та розробляють спільні алгоритми розрахунку власних частот, критичних 
навантажень, а також власних форм коливань та форм деформування на межі стійкості. Особлива 
увага приділяється розробленню комп’ютерних методів і алгоритмів розрахунку довгомірних кон-
струкцій на стійкість [1, 2, 11, 14, 17]. Широко вивчається стійкість довгомірних конструкцій, що 
перебувають під дією динамічних навантажень [3, 6, 10, 12, 18]. Зауважимо, що у дослідженнях 
стійкості й коливань висотних або довгомірних конструкцій застосовують і технічну теорію згину  
[2–4, 7, 18], і некласичну теорію балок С. Тимошенка [1, 5, 14, 16]. Для проведення розрахунків 
багатопрогонових конструкцій використовують матричний метод початкових параметрів [2, 7].  

Особливе місце відводиться вивченню динаміки та стійкості довгомірних конструкцій з 
локальними ослабленнями, що можуть бути зумовлені місцевими звуженнями поперечного пере-
різу, наявністю податливих з’єднань, а також дефектами матеріалу, що з’являються унаслідок його 
старіння (корозія, тріщини, розшарування металу тощо). У найпростішому випадку розрахунок 
таких конструкцій виконують із застосуванням моделей зі скінченною кількістю ступенів свободи, 
у яких споруда розглядається як система твердих тіл, зв’язаних між собою за допомогою пружних 
шарнірів [4, 6, 17]. У праці [17] вивчається вплив лінійних і нелінійних жорсткісних властивостей 
пружних шарнірів на стійкість системи під дією неконсервативних сил. Точніша, двопрогонова 
модель довгомірної конструкції з лінійним пружним шарніром побудована із застосуванням теорії 
балок С. Тимошенка [14] і реалізована під час визначення власних частот і критичних навантажень 
механічної системи. Коливання і стійкість двопрогонових пружних конструкцій з тріщинами 
досліджено у працях [12, 15], у яких розглянуто особливості визначення жорсткісних характерис-
тик локальних ослаблень. Експериментальні дослідження динамічної стійкості консольної балки з 
тріщиною [9] засвідчують несиметричний характер коливальних процесів у механічній системі, що 
можна пояснити нелінійністю жорсткісної характеристики місцевого ослаблення з тріщиною. Для 
дослідження стійкості двопрогонової конструкції з місцевим ослабленням, що характеризується 
податливістю у поперечному і в обертальному напрямах та в’язким тертям, пропонується 
скінченноелементна модель [11]. На основі застосування технічної теорії згину досліджується 
вплив системи локальних ослаблень типу тріщин на коливання балки з урахуванням дії осьового 
навантаження [7]. 

Проведений аналіз відомих досліджень коливань і стійкості багатопрогонових довгомірних 
конструкцій засвідчує актуальність проблеми удосконалення методів розрахунку механічних сис-
тем з місцевими ослабленнями, а також вивчення впливу деградації матеріалу на несівну здатність 
локально ослаблених конструкцій. 

 
Мета роботи полягає у розробленні математичної моделі та побудові на основі матричного 

методу початкових параметрів алгоритму розрахунку на стійкість локально ослабленої надземної 
дільниці магістрального трубопроводу із застосуванням технічної теорії згину та з урахуванням 
взаємодії підземних прогонів трубопроводу з пружною основою. 
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Виклад основного матеріалу дослідження. Розглянемо методику розрахунку надземної 
дільниці магістрального трубопроводу на стійкість на прикладі механічної системи, у яку входять 
надземний і зв’язані з ним підземні прогони довгомірної конструкції (рис. 1). 

Вважатимемо, що прогони, які містяться у землі, спираються на пружну основу типу 
Вінклера. Довжини прогонів довгомірної конструкції позначаємо як li (i = 1, 2, 3), а погонні кое-
фіцієнти постелі пружної основи – як k1, k3. Для опису напружено-деформованого стану 
трубопроводу скористаємося поздовжніми координатами xi (i = 1, 2, 3) з початками у лівих крайніх 
перерізах відповідно прогонів і спрямованих праворуч. Прогини здеформованої осі довгомірної 
конструкції позначаємо як wi (i = 1, 2, 3). 

Для зручності зображення форм коливань усієї трипрогонової конструкції додатково вводимо 
спрямовану вправо, спільну для усіх ділянок координату x з початком на лівому кінці конструкції. 
Тоді загальний вираз для прогину складеної балки як функції координати x набуває вигляду 

1( , ) ( , )w x t w x t= ,  якщо  0 ≤ x ≤ l1; 

2 1( , ) ( , )w x t w x l t= − ,  якщо  l1 ≤ x ≤ l1+ l2; 

3 1 2( , ) ( , )w x t w x l l t= − − ,  якщо  l1+l2 ≤ x ≤ l1+ l2+ l3. 
Застосовуючи технічну теорію згину, рівняння напружено-деформованого стану прогонів, 

спертих на пружну основу, записуємо у вигляді 
4 2

2 4
4 2 0i i

i i i
i i

d w d wb c w
dx dx

+ + =       (i = 1, 3),                  (1) 

де 
i

i
i

Pb
EI

= ;     i
i

i

kc
EI

= ,                     (2) 

причому E – модуль пружності першого роду матеріалу труби; Ii – осьовий момент інерції 
поперечного перерізу труби; Pi – осьова сила, якою стискається надземний прогін труби.  
 

 

Рис. 1. Розрахункова схема надземної ділянки 
трубопроводу з частинами підземних ділянок 

Характеристичне рівняння, що відповідає диференціальному рівнянню (1), має вигляд 
4 2 2 4 0i i i ir b r c+ + = ,            (3) 

а його коренями будуть величини 
2 4

4

2 4
i i

i i
b br c= ± − ± − . 

У випадку, коли 
4 4/ 4 0i ib c− ≥ , 

усі чотири корені характеристичного рівняння (3) будуть уявними.  
Відповідно до методу початкових параметрів, розв’язки диференціальних рівнянь (1) подаємо 

у матричній формі 
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( ) ( ) ( )0i i i i iY x S x Y= ⋅       (i =1, 3),         (4) 
де 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )col ,  ,   ,   i i i i i i i i i iY x w x w x w x w x′ ′′ ′′′=    ;     (5) 

( )

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

i i i i i i i i

i i i i i i i i
i i

i i i i i i i i

i i i i i i i i

x x x x
x x x x

S x
x x x x
x x x x

ψ ψ ψ ψ 
 ψ ψ ψ ψ =
 ψ ψ ψ ψ
 

ψ ψ ψ ψ 

.                   (6) 

де ψ1i, ψ2i, ψ3i, ψ4i – фундаментальна система інтегралів рівняння (1), що визначаються за формулами 

( )2 2
1 1 2 2 12 2

1 2

1 cos cosi i i i
i i

x xψ = λ λ − λ λ
λ − λ

;     
2 2
1 2

2 2 12 2
1 2 2 1

1 sin sini i
i i

i i i i

x x
 λ λ

ψ = λ − λ λ − λ λ λ 
; 

( )3 2 12 2
1 2

1 cos cosi i
i i

x xψ = λ − λ
λ − λ

;     4 2 12 2
1 2 2 1

1 1 1sin sini i
i i i i

x x
 

ψ = λ − λ λ − λ λ λ 
,                  (7) 

причому 
2 4

41 1
1 2 4i i

b b cλ = + − ;      
2 4

41 1
2 2 4i i

b b cλ = − − . 

З урахуванням залежностей (6), (7) квадратну матрицю Si(xi) зводимо до вигляду 
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.                                           (8) 

Диференціальні рівняння зігнутої осі другого прогону трубопроводу записуємо у вигляді 
4 2

22 2
24 2

2 2

0d w d wb
dx dx

+ =      (i = 1, 2, …, n),               (9) 

де 
2 2
2

2

Pb
EI

= .               (10) 

Розв’язки однорідних диференціальних рівнянь (9) подаємо у матричному вигляді 
( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 0Y x S x Y= ⋅ ,                      (11) 

де 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2col ,  ,  ,  Y x w x w x w x w x′ ′′ ′′′=    ;    (12) 
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2 2
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2 2 2 22 2
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11 11
cos sin
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  − 

.            (13) 
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Кут повороту поперечного перерізу, згинальний момент і внутрішню силу у вертикальному 
перерізі конструкції визначаємо за формулами 

i
i

i

dw
dx

ϕ = ;      
2

2
i

i i
i

d wM EI
dx

= − ; 

3

3
i i

i i i
i i

d w dwV EI P
dx dx

= − −       (i = 1, 2, 3).          (14) 

Поперечну силу, на відміну від внутрішньої сили у вертикальному перерізі, знаходимо як 
3

3
i

i i
i

d wQ EI
dx

= − .     (15) 

Крайові умови, яким повинні відповідати розв’язки диференціального рівняння (1) на лівому 
кінці споруди, запишемо у вигляді 

1(0) 0w = ;   1(0) 0ϕ = .          (16)   
Крайові умови для стиків сусідніх прогонів трубопроводу записуємо з урахуванням 

можливого ослаблення труби в областях стиків 

1(0) ( )i i iw w l+ = ;       ( )
1(0) ( ) i i

i i i
i

M l
l

c+ϕ = ϕ − ; 

1(0) ( )i i iM M l+ = ;      1(0) ( )i i iV V l+ =        (i =1, 2),       (17) 
де с1, с2 – коефіцієнти жорсткості ослаблених зон труби. 

Крайовими умовами для правого крайнього перерізу довгомірної конструкції будуть 
співвідношення: 

  3 3( ) 0w l = ;      3 3( ) 0lϕ = .               (18) 
З урахуванням диференціальних залежностей (14) утворимо матричні співвідношення 

взаємозв’язків між функцією wi(xi) та її похідними, з одного боку, та фізичними величинами, що 
характеризують напружено-деформований стан конструкції у цьому перерізі, з іншого боку: 

( ) ( )i i i i iF x AY x= ;   ( ) ( )i i i i iY x B F x=    (i =1, 2, 3),      (19) 
де 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )col ,  , ,i i i i i i i i i iF x w x x M x V x=  ϕ   ;              (20) 

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0
0 0

i
i

i i

A
EI

P EI

 
 
 =
 −
 

− − 

;        

1 0 0 0
0 1 0 0

10 0 0

10 0

i
i

i

i i

B
EI

P
EI EI

 
 
 
 

−=  
 
 

− − 
 

.         (21) 

Крайові умови (17) подаємо у матричному вигляді 

( ) ( )1 0i i i iF H F l+ =      (i =1, 2);     (22) 

де 

1

1 0 0 0
0 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

i
i

c
H

−

 
 − =
 
 
 

.                        (23) 

З урахуванням матричних співвідношень (4), (11), (19) одержуємо зв’язок геометричних і 
силових параметрів на кінцях споруди 
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( ) ( ) ( ) ( )
1

3 3 3 3 3 3 1
2

0i i i i i
i

F l A S l B H A S l B F
=

 
= ⋅ 

 
∏ ,             (24) 

де матриці-стовпці F1(0) і F3(l3), згідно з крайовими умовами (16), (18), мають вигляд 
( ) ( )( )1 1 1(0) col 0,  0,  0 ,  0F M V= ;       (25) 

( ) ( )( )3 3 3 3 3 3( ) col 0,  0,  ,  F l M l V l= .       (26) 

Задаючи почергово матрицю-стовпець (25) у вигляді 
( )1(0) col 0,  0,  1,  0F =     або    ( )1(0) col 0,  0,  0,  1F = ,      (27) 

за допомогою матричної залежності (24) визначаємо реакції першого і другого елементів матриці-
стовпця (26) на одиничні значення третього і четвертого елементів матриці-стовпця F1(0). Реакції 
поступального переміщення w3(l3) на одиничні значення згинального моменту M1(0) і внутрішньої 
сили V1(0) позначаємо як r13 і r14; реакції обертального переміщення φ3(l3) на одиничні значення 
відповідних елементів матриці-стовпця F1(0) – як r23 і r24. Тоді, з урахуванням крайових умов (18), 
одержуємо систему алгебричних рівнянь 

( ) ( )13 1 14 1 0   0 0r M r V+ = ;      ( ) ( )23 1 24 1 0   0 0r M r V+ = .                           (28) 
Для існування ненульових розв’язків системи (28) необхідно, щоб її визначник дорівнював 

нулю, тобто 

13 14

23 24

0
r r
r r

= .                (29) 

Оскільки коефіцієнти алгебричних рівнянь (28) є функціями осьового навантаження Р 
надземної дільниці магістрального трубопроводу, співвідношення (29) можна розглядати як 
характеристичне рівняння для знаходження критичних значень навантаження Pk1, Pk2, Pk3, … . 
Практичне значення має нижча вартість критичної сили, з якою порівнюють осьове зусилля в трубі, 
зумовлене перепадом температури. 

Для кожного з критичних значень осьового навантаження обчислюємо початкові параметри 
напружено-деформованого стану надземної дільниці магістрального трубопроводу за залежністю 

( ) ( )
1

1(0) 0i j j j j j
j i

F H A S l B F
=

 
=  

 
∏      (i =1, 2),     (30) 

яка безпосередньо випливає зі співвідношень (4), (11), (19), (22), і визначаємо форми прогинів, кутів 
повороту поперечних перерізів і згинальних моментів за формулами 

( ) ( )( ) 0i i i i i i iF x A S x B F=       (i=1, 2, 3),           (31) 

які є наслідком співвідношень (4), (11), (19). 
Отже, для визначення спектра критичних сил спершу за допомогою рівності (24) визначаємо 

коефіцієнти алгебричних рівнянь (28), після чого знаходимо корені трансцендентного рівняння (29). 
Форми геометричних і силових параметрів поперечних перерізів конструкції одержуємо із 
застосуванням співвідношень (30), (31). Зауважимо, що сила у вертикальному перерізі Vi(xi) (i = 1, 2, 
3) кожної з ділянок споруди дорівнює нулю. Графіки форм поперечних сил Qi(xi) (i = 1, 2, 3) 
будуємо, застосовуючи співвідношення (15). 

На рис. 2–5 наведено результати розрахунків на стійкість надземної дільниці магістрального 
трубопроводу зовнішнім діаметром 529 мм і товщиною стінки 10 мм, що перебуває під дією осьо-
вого навантаження, спричиненого температурним перепадом Δtº = 50º. Механічні характеристики 
матеріалу труби:  E = 2,1·105 МПа; ρ = 0,787 кг/м3. Погонний коефіцієнт постелі пружної основи, на 
яку спираються крайні прогони трубопроводу, становить k = 0,25·108 Н/м2; коефіцієнт пропорціо-
нальності між осьовим переміщенням поперечного перерізу підземного прогону труби і дотичними 
напруженнями на її зовнішній поверхні прийнято kτ = 2,0 106 Н/м3. 
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Рис. 2. Залежність гнучкості конструкції 
трипрогонової дільниці 

трубопроводу без локальних ослаблень від довжини 
надземного прогону 

Рис. 3. Залежності критичного навантаження 
трипрогонової дільниці трубопроводу 

без локальних ослаблень (1), з одним (2) і з двома (3) 
локальними ослабленнями 

та залежність температурного зусилля в трубі (4) 
від довжини надземного прогону  
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Рис. 4. Форми прогинів (а), кутів повороту 
поперечних перерізів (б) і згинальних 

моментів (в) защемленої на кінцях трипрогонової 
дільниці трубопроводу без місцевих 

ослаблень (довжини підземних прогонів 
становлять 20 м, а надземного – 50 м; 

позначення кривих відповідають порядковим 
значенням критичної сили) 
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Базова довжина середнього прогону трубопроводу становить 50 м; прийнято, що довжина 

крайніх прогонів трубопроводу дорівнює 20 м. Поздовжня сила у середньому прогоні базової 
довжини, визначена з урахуванням деформування усіх прогонів, становить  937,025 кН. Поздовжня 
сила у крайніх прогонах за довжиною змінюється від – 502,491 кН до – 937,025 кН. Для проведення 
розрахунків прийнято середнє значення цієї сили, тобто – 719,758 кН. Аналогічно визначали 
поздовжні сили у поперечних перерізах надземної дільниці за будь-яких інших довжин прогонів. 
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Рис. 5. Форми прогинів (а), кутів повороту 
поперечних перерізів (б) і згинальних 

моментів (в) защемленої на кінцях трипрогонової 
дільниці трубопроводу з місцевим ослабленням 
на межі першого і другого прогонів (довжини 

підземних прогонів становлять 20 м а надземного – 
50 м; позначення кривих відповідають порядковим 

значенням критичної сили) 

Як видно з рис. 2, гнучкість надземної дільниці магістрального трубопроводу може набувати 
значень, за яких механічна система може втратити стійкість. Локальні ослаблення трубопроводу та 
довжина надземного прогону істотно впливають на значення критичної сили (рис. 3). Перетин 
кривих 1, 2, і 3 з кривою 4 на згаданому рисунку свідчить про реальну можливість втрати стійкості 
за температурного перепаду Δtº = 50º. 

Порівнюючи рис. 4 і 5, спостерігаємо вплив локального ослаблення конструкції на форми 
прогинів, кутів повороту поперечних перерізів і згинальних моментів. 

 
Висновки. Побудовано математичну модель і алгоритм розрахунку на стійкість трипрогоно-

вої дільниці магістрального трубопроводу з урахуванням локальних ослаблень труби на межах про-
гонів і взаємодії труби з пружною основою. Як засвідчили результати розрахунків, температурні 
перепади, які реально виникають під час експлуатації надземних дільниць трубопроводів, можуть 
призводити до втрати стійкості труби. Зі зростанням довжини прогону небезпека втрати його стій-
кості зростає. Проведений аналіз особливостей виявленого макророзшарування матеріалу труби 
свідчить про можливість значного місцевого ослаблення трубопроводу під час тривалої експлуа-
тації. З’ясовано, що локальні ослаблення надземної дільниці магістрального трубопроводу можуть 
призводити до зниження критичного навантаження на 15–25 %. 
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