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О ДИ Н АМ И ЧЕСКОМ  М Е Т О Д Е  СПУТНИКОВОЙ ГЕ О Д Е ЗИ И

Значительное увеличение в последнее время точности иаблю- 
дений искусственньїх спутников Земли (ИСЗ) привело к поста­
новіте и решению ряда новьіх задач в теоретической и практиче- 
ской областях космической геодезии. В рамках динамичєского 
метода — зто необходимость использования зкономически вьігод- 
ньіх численньїх методов интегрирования уравнений движения ИСЗ, 
которьіе по сравнению с аналитическими имеют меньшие методи- 
ческие погрешности и дают за ечет зтого более точньїе результа­
ти  [14]. Последнее влечет за собой поиск более удобньїх с точки 
зрения численньїх методов форм описання геопотенциала и, как 
следствие, — решение проблеми математически однородного пред­
ставлення как длинноволновой, так и коротковолновой структури 
гравитационного потенциала V планетьі.

Предварительньїе исследования показали, что нормальний по- 
тендиал U, например, в виде суммьі шаровьіх функций нулевого 
и второго порядков может бьіть очень точно описан [7 ] суммой 
потенциалов одной центральной точечной массьі, величина которой 
равна массе Земли и четьірехточечньїх масс приближенной кон- 
струкции квадриполя
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лежащих на главньїх осях А и С инерции планети. Д ля возму- 
іцающего потенциала T = V — U справедлива сколь угодно точная 
аипроксимация [ 1 , 4 ]  равномерно сходящимся рядом

r = v m ; l  ( 2 )
* =  1 Г і

т\
ііокчіциалов —  точечньїх масс т*,  расположенньїх на пекоторой
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поверхности ОА, лежащей внутри сферьі Бьерхаммара. Значит с 
учетом ( 1) ,  (2 ) возможно математически однородное представле-
ние V в форме

ГЛі

і - і  г і

(3)

где п  -  расстояние от точечной массьі т і; д°  7 екУ * ей 
В вираженнях ( 1 ) — (3) точечньїе массьі т ( , т  и т  с ° °™ е
ственно описьівают нормальний V, возмущающии и гра 

онньш потенциал V = V + T  планети, а системи функций | -  j в

Причем на основании (1) из 1 — V и  следусі, , г
/ =  1, 2 , . . . 5 , а гпі' = 0 для 5 < і ^ о о  и, тогда в общем случае гщ —

Г ч ИсКл Г н о ;о ° ;0нтеГРр % = ^ —
(3 ) -  взамен классического ряда по шаровьім функциям 
чительно сокращает [12] время вьічислении; на ЗВМ .

Несмотря на имеющийся недостаток описання (3), К0Т0РЬ 
заключаетея в определенной сложности * нахождения иараметров 
точетанх м а с с  поР сравнению с определение» стоксовьіх постоян- 
ньіх Г  Sum В  данной работе задача изложения динамичєского 
метода "космической геодезии поставлена именно с п р п м ен ен „|  
описання (3 ) вместо разложения геопотенциала по сфериче 
ским гармоникам, поскольку его " Р е и м у щ е с т в а  (отмеченние внше) 
йорьмя сушественньї При зтом основнои упор делалея на по 
следуюіцее использование численних методов спутниковои гео-

ДЄЗЛля получения устойчивнх решений в качестве основи для по- 
с т п о е н и я  соответствующего алгорптма определения величин т  
точечньїх м а с с  „з наблюдений ИСЗ взят метод регуляризации 
А Н. Тихонова [9] решрния некорректньїх задач.

Будем исходить из возможной трактовки [13] каждого спут 
никового наблюдения І (например, топоцентрическои дальности 
т. п.) как нелинейного функционала вида

S = S { X ,  V),

.  Отмечаемьш факт связан как с неортогональностью базисиой системи 

функций j  , так и с неоднозначностью ее вьібора [5].
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» котором в качестве функции V принимается гравитационннй по- 

: ; : Г  ЗЄМЛИ’ 3 Х  -  ЄСТЬ ВЄКТ° Р  С °П Р ЄДЄЛЄННЬШ ЧИСЛОМ ЗЛЄ-

* = ( * *  У *  « « І З ? .  З і , - 3 і ; ь л л ) .  (5)

g o  XJL ’ £? ,’ 2<г ~  кооРДинатьі станции наблюдения- З ?  З»
• ■ ■ з  (і КОМПОНенТЬІ в е к т о р а  СОСТОЯНИЯ И С З  (няппимрп 2 ” ' '
ровьі з л е м є н т н )  в н ек о т о р у ю  н а ч а л ь н у ю  зп о х у  / ^  ЄР,„пЄПЛЄ" 
вр ем ен и  н а б л ю д ен и я- п- ( і =  1 9 ь\ ЗП0ХУ г°’ г ~  м омент 
з у ю щ и е  вл и ян и е  н ег р а в и т а ц и о н н ь їх 'си л .  П араметР ЬІ> х а р а к т е р и - 

и н еа р и зац и я  (4 )  п р и во д и т  к  в ь ір а ж е н и ю  [1 3 ]

d S = S —S (Х0, U) =  а тХ + В Т ,  (6)

в к отор о м  ве к т о р  a = [ aj] со ст о и т  из н роизводньїх

(7)

s  по соответствующим компонентам X, Вектора X  (5 ) ,  извест-

one^aTOpf д е ^ т в у ю щ ^ й ^ а Нвозму^ающіій)потенциа^ 

соотношением ( 1) ,  возмуЩаюРЩий_нотенц°иТаЄл Т  -  внражением
(2 )  и о б о зн а ч а я  ч ер ез  L = ( l __S(X n П\\

z , r . ™ , ; cr i  t s
нейньїх уравнен и й  '  { ) ’ ( 1  і?) с л е д Уюи*Ую с и с т е м у  п ли-

АХ-\-ВТ—L  =  v /gv
д л я  оп р ед ел ен и я  з л е м е н т о в  в е к т о р а  X  и величин точечньїх  м я гг

" Г КТЙЧЄСК0Й естестве„Єн™ЬприниС-С 
н и й и  P = ^ ^  

Чтобьі уточнить вид злементов матриць, А и л Г е й н о го о н е р а -

к п в ь ,ї В н я й ° Л ИДИМ? МуА  н е о б х °Д и м о  к о н к р е т и з и р о в а т ь  ти п  сп у т н и -

д ен и ям и , но п р и м ени тельно к  ( 1 ) __(3 )  р а с с у ж

в качеств°еЛТ д а л і е Є п° Граничивая «бщности построений * ) ,  что- 

Фически.е наблюдения. О б Г н а С м ч е р ™  ЛаЗЄР™ Є ИШ ф0Г0Г^
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8 х = х  xq d 8 x = d x — dxQ |
§ У = У —Уя , dby =  dy—dyQ I , (9 >
§z = z —zQ d d z = d z —dzQ j

где x, у, z  —  прямоугольньїе координати ИСЗ в инерциальной ко- 
ординатнои системе, причем имеет место соотношение

У 1 = / 2 1 ( 3 ? ,  з®. • • • Зеї о̂> t\ Pi, m,), ( 10)
Z ) / з і

?mu°aTOpOM 3 2> - - - З с) характеризует начальний вектор состо- 
я ГП.І величини точечньїх масс, описивающих геопотенциал 

. Таким образом, виражение (10) устанавливает функциональ- 
Г п Д аВИСИМ0СТЬ межДУт Определенньім числом указанннх пара- 
метров и координатами ИСЗ в инерциальной системе координат
о как каж Дое снутниковое наблюдение І связано не только 
- координатами ИСЗ х, у , z, но и с координатами xQ, y Q, z0 стан­
ции наблюдения, то представим теперь величину dS  в виде

dS  =  —-  dox  +  - ~ d b y  +  db z  ( i n
дох dby dbz { ’

или, с учетом (9 ) ,  —  в более наглядной форме

(12)

Воспользовавшись зависимостью ( 10) для вьічисления dx, dy, dzr 
осле И Х  подстановки в (12) путем несложннх преобразований 

иаидем, что

d S =  У ( — . +  9 . ,
./Ті \д*х дЗУ до у  д З F dbz д З ї )

4- У  I d S _  , dS dz\ ,
Ь  \ d lx  dp ,  ^  d b y '  dp, dbz ' d p ,  I dPl ~

— f ~ -  d x Q +  d y Q +  —  d z Q\ +
\дьх dby ^  dbz )

4 -  V  (  d S  • 4 -  — і dz  \
dm , dby dm, dbz dm ,)  ^

 ̂ Первьіе три строки (13) представляют собой злементи вектора

11 И3 послеДняя строка єсть виражение линейного функ-

ционала ВТ  спутниковнх наблюдений в виде линейной комбипа- 
ции соответствующих частннх производннх на величини d m i} ко-

бї



случае “ J  Z a V H v  ПрИ пРак™ те“ ' «  в с е л е н н я х ,  в Z Усеіения рада (2), (3) до некоторого N  линейньїй опера-

Ж *  °казьівается конечно-мерной матрицей 5  размерностью 
( X  ) ,  злементьі которой вьічисляются на основании (13). Про-

изводние _ ї _ _ ) фигурирующие в (13) ,  могут бьіть по-

В Услуч а еД л а з е п їм °Г°  Т*ИПа наблюдений в аналитическом виде. Так, 
вираження: Х наблюдении 5  МЬІ Имеем следующие известньїе

д § _ _ Ь х  d S  Sу dS  dz  ______________ _
дЬх г  ’ доу г ’0 8 * ' “ 7 *  г =  У * х *  +  *У* +  № .  (14)

л0 яТьаГ с Т е н Г Ин3Г ДНЬІЄ И3 (13) наиболее целесообразно опреде- 
лягь шсленно, например, методом вариации Г101, которьій холо­
шо зарекомендовал себя на практике. шторми хоро

Таким образом, вьічисляя величину dS  как разность d S = l -  

— S ( x °>u ) и приняв нормальний потенциал U в виде ( 1 ) отме-

будут предст^влят^гпй3 ""ПИ величинь1 dm > из (13) практически Редставлять собои значення т .  из разложения (2) возму-
щающего потенциала Т (т. е. m't = d m i ) ,  которьій введен здесь

именно при линеаризации спутникового функционала 5  =  5  (X V) 
Позтому, записьівая (13) в форме 1 ’ >'

АХ -\-ВМ — L  —  v,

где матрица А  имеет размерность \ п Х  (64-&4-3c) 1 *• В  __ пяч.
мерность (n X N ); V —  вектор ( n X l ) ;  L  —  вектор’ ( л у п  —

квад% тПовП ш Т ю РИЧЄСКИХ уравиений и по мет°ДУ наименьших 
Н п п ^ -  M2 f eNi 0 ПРеДелить искомьіе величини d 3 f ( l < !

^ ю д е н и я ) ,  т ; ( Т 4 7 І і у )  ^  ^  ^  Т * ™  На
Тенерь имеет смьісл более детально обсудить некоторьіе осо- 

бенности решаемой задачи. Так, при достаточном koW ctL  на

сТ о м ЄоНщьюаПЖ КСНМаЦИЯ П0 М Н К  возмУЩающего потенциала V  с помощью (15), естественно, приведет к его наилучшему пред­
ставленню на висотах ИСЗ. А вьічисляемьіе по полученньїГко-

1 ішциептам ш .значення Т на поверхности планети могут бить 
далекн от реальной картини, ибо возникаюшая в такой ситуации 
проблема аналитического продолжения геопотенциала вни7  єсть

І ема неустоичивая [11]. Кроме того, несмотря на линейную

пезависимость [2 , 4] вьібранньїх неортогональннх функций

система нормальних уравнений может ока- 
ПЛ0Х0 обусловленнои как в силу «ненадежности» [2 ] си-

1 Здесь с — число станций наблюдений.

стемн j - L J  Фундаментальних решений уравнения Лапласа, так

и в связи с наличием ошибок измерений. Позтому имеет смисл 
рассматривать обсуждаемую задачу как некорректную и приме- 
нить для ее решения метод регуляризации А. Н. Тихонова T9] 
вибрав в качестве стабилизатора квадрат норми ||7||= возмущаю^ 
щего потенциала Т (представляемого здесь с помощью (2 ) )  на 
гильбертовом пространстве T f ( 2 ) с воспроизводящим ядром [ 8 ].

Тогда задача сведется к минимизации сглаживающего функ­
ционала

Ф* =  v TC ~ }v  +  a M TFM,  (16)

где F  —  матрица (N X N ),  характеризующая ||Г̂ ІІ “ [5, 6 ] (через 
ТN обозначена сумма первих N членов ряда ( 2 ) ) ,  а  —  параметр 
регуляризации, которий вичисляется, например, по «невязке» 
[8 , 9].

v lC~'n v .  =  nd, (17)

(d  —  дисперсия результатов наблюдений).
После подстановки (15) в (16) путем дифференцирования по 

А и М можно получить следующие матричние уравнения, разре- 
шающие поставленную задачу:

(АТС - \ А ) Х  +  (Д^С-> В) М  -  A TC - ' L  =  0;

( В т С - ‘ А) X  +  (В ТСП' В +  olF) М -  ВтС-> 1 = 0 .

Таким образом, на основании (18) находим 

X  =  [N n  - f  N12 (tV22 +  a F ) - 17Vai] - i  (Ui -  N12 (jV22 - f  aF)~' U ,) t 
M  =  (N22 +  zF ) - '  (U2 — N 21X ),

(19)

где параметр а  определяется по (17). В  соотношениях (19) при- 
няти для удобства следующие обозначения:

(18)

* Г п - А г С 2 А і  N 22 =  В т С~  ̂ В\ 

Ni2 =  A 7C~' В\ U 1 =  А т С~' L\ 

U ^ B T C - ' L - ,

(20)

которие введени в [15] для описання второй модели коллокации. 
Отметим, что полученние вираження для определения X и М по 
форме напоминают решение для параметрической части X и сиг- 
нала s в рамках упомянутой второй модели коллокации. Однако 
в (19) присутствует параметр регуляризации а, а на «месте» ма- 
трици C ssl фигурирует матрица F, которая может бить рассчитана
с помощью уже полученних ранее [5, 6 ] замкнутих соотношений 
для ||7'jv||̂ в случае конкретно заданного q ( 1^ ^ ^ 2 ,5 ).
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При реализации на практике полученного алгоритма (19) не­
обходимо учесть также следующие условия, связьівающие козф- 
фициентьі т\\ сумма их величин должна равняться нулю, а центр 
масс создаваемой многоточечной модели целесообразно совмес- 
тить с центром масс Земли. В отдельньїх случаях имеет смьісл 
учитьівать также (кроме гармоник нулевого и первого порядков) 
и те гармонические козффициентьі геопотенциала, которьіе уже 
достаточно надежно определеньї к настоящему времени и счита- 
ются фундаментальними геодезическими постоянньїми. Позтому в 
общем случае будем полагать, что нам задано t условньїх урав- 
нений (t< .N )

G M = W ,  (21)

где злементьі матрицьі G =  «,iv размерностью (tX.N) пред­
ставлена в виде

_  1 cos&2) I cos rnXl. . ____ . , (22 )
/ М  \ а )  2/г +  І (sin  т\1

а злементьі вектора W { t\  1) —  суть те нормированньїе гармони­
ческие козффициентьі Спт, S nm геопотенциала, с которьіми требу- 
ется на основании (21), (22) согласовать величини т] .  В (22) 
di, di, hi — полярние координати t-ой точечной масси; а  — боль- 
шая полуось общеземного зллипсоида; P™{o.osbi)  — нормиро- 
ванная присоединенная функция Лежандра; fM  —  произведение 
гравитационной постоянной на массу планети; индекс / виражает 
порядковие номера учитьіваемьіх гармоник Спт, S nm-

Составим теперь вспомогательную функцию (Лагранжа) в сле- 
дующей форме:

0 a =  v 1 C-fj v  +  aM TF M -l-2 K 'r ( G M -  W),  (23)

где К  — вектор (/ X I)  неопределенних множителей Лагранжа 
(коррелат). Тогда Фа (после дифференцирования и необходимих 
преобразований) имеет относительний минимум при ■

*  =  IN U +  Nl2 (QGTRGQ -  Q) АГ, , ] - 1 • { ( / , -  |
- N „ l Q Q T R W - ( Q G T R G Q - Q ) U 2]yt \ (24)

M  =  Q {GTR [W -  G Q( U, -  N2, X ) ]  +  U2 - N 2t X) ,  J

где
Q =  (Л 2̂2 +  a/7) - 1;

/? =  [G(7V22 +  a F ) - i G 7' ] - 1,
(25)

а параметр регуляризации a, входящий в (25), (24), можно найти 
с помощью соотношения (17).

При изучении же гравитационного потенциала в глобальном 
масштабе, что соответствует главним образом спутниковим на- 
блюдениям, имеется возможность [8 ] положить значение a =  1 
и і'Ом случае, если асимптотика вибранного воспроизводящего

«б

ядра, определяющего вид матрици F  1 [5, 6] ,  близка или совпадает 
со спектром степенних дисперсий возмущающего потенциала Т. 
Последнее, в частности, приводит к вибору воспроизводящего яд­
ра С. Чернинга— Р. Раппа [16] и полученньїх в [6 ] соответству- 
ющих замкнутих виражений для вичисления злементов матрици 
F. При а = 1  с помощью алгоритма (24) сравнительно просто мо­
жно получать устойчивое решение задачи отискания координат 
станций и вьібранньїх параметров геопотенциала пг] по результа­
там спутникових наблюдений.
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О М Е Т О Д Е  М О Л О Д ЕН С К О ГО  РЕШ ЕН И Я  
ЕГО К РА ЕВО Й  ЗАДАЧИ

1. Решение интегрального уравнения Молоденского (его мето­
дом) для плотности простого слоя и определение возмущающего 
потенциала Т по малому параметру [4] имеют ту особенность, 
что стоксови (нулевие) приближения виражаютея интегральни- 
ми формулами, полученними на основе представлення об отсут-
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