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Пропонується математична модель нейронної схеми типу “K-winners-take-all” 
(KWTA), призначеної для ідентифікації К максимальних серед N невідомих дискре-
тизованих сигналів, де NK1 <≤ . Від аналогів модель відрізняється високою розділь-
ною здатністю,  обчислювальною простотою, здатністю обробляти сигнали з довільного 
скінченного діапазону, властивістю збереження упорядкованості сигналів.  

Ключові слова: нейронна схема типу “K-winners-take-all”. 
 
Mathematical model of discrete-time K-winners-take-all (KWTA) neural circuit that can 

identify K maximal from N unknown signals, where NK1 <≤  is proposed. In contrast to 
existing analogs the model has high resolution, calculation simplicity, it can process signals 
located in arbitrary finite range and possesses signal ordering preserving property.    

Keywords: K-winners-take-all (KWTA). 
 

1. Вступ 
Відомо, що нейронні мережі типу “K-winners-take-all” (KWTA-мережі) здійснюють вибір K  

серед N  елементів з більшими активаційними функціями, ніж у решти KN −  елементів. Коли K  
дорівнює одиниці, KWTA-мережа є мережею типу “Winner-takes-all” (WTA-мережею), яка може 
розрізняти нейрон з максимальною активацією [7], [12], [13]. 

Вибір K  найбільших елементів з множини даних N  дійсних чисел є ключовою задачею 
мереж прийняття рішень, розпізнавання образів, пов’язаних пам’ятей і конкуруючого навчання 
[14], [18]. Задачі такого типу, природно, виникають під час розв’язання задач класифікації і 
застосовуються для розроблення класифікаційних нейронних мереж, для розв’язання задач 
розпізнавання і класифікації зразків [6]. KWTA-мережі використовуються у телекомунікаціях, 
особливо для керування пакетними перемикачами даних [1]. KWTA-механізми мають важливі 
застосування у машинному навчанні, зокрема, при розв’язанні задач класифікації k найближчих 
об’єктів, кластеризації k значень тощо [5, 8]. 

Для розв’язання задач типу “K-winners-take-all” запропоновано рiзнi види нейронних мереж. 
Зокрема, KWTA-механiзм, який для надійної збіжності К переможців використовує нейронну мережу 
Хопфiлда неперервного часу, пропонується в [9]. Встановлено, що стани такої мережі збігаються до 
стійкої рівноваги. Мережа використовує модель Хопфілда (адитивну модель Гросберга) і характе-
ризується затримуючими взаємозв’язками, для яких коефіцієнт підсилення сигмоїдної активаційної 
функції повинен бути достатньо великим. Стани рівноваги мережі є асимптотично стабільними. У 
встановленому режимі мережа демонструє K компонентів із значеннями 0>α  і N-K компонентів з 

0<β . Частковий випадок мереж, що взаємно затримують, призначених для проектування KWTA-
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мережі за допомогою інтерактивних активацій, описується в [15]. Доведено, що за відповідно вибраних 
параметрів така KWTA-мережа є дуальною мережі з [9].  

KWTA-нейронні мережі обробки дискретизованих сигналів порівняно з аналоговими 
мережами є надійнішими і демонструють вищу точність обробки сигналів [3]. Так, проста і 
швидкодіюча KWTA-нейронна мережа обробки дискретизованих сигналів, яка не використовує 
концепції обопільного затримання для великої кількості вхідних сигналів, запропонована в [16]. 
Мережа, що має одношарову структуру, визначає динамічне зсування необхідної кількості 
переможців для досягнення KWTA-режиму. Мережа характеризується обмеженим діапазоном 
обробки сигналів, потребує скидання початкового динамічного зсуву до центра діапазону зміни 
вхідних сигналів і вимагає додаткової схеми контролю.    

Переважна більшість існуючих KWTA-мереж мають обмежену роздільну здатність, 
відзначаються обчислювальною складністю, обмеженим діапазоном обробки сигналів, для 
повторного використання такі мережі вимагають прецизійного відновлення їх початкових станів. 
Відповідні енергетичні функції мереж містять багато локальних мінімумів і не мають глобального 
мінімуму. Тому вихідні сигнали мереж можуть прямувати до різних встановлених режимів, що 
перешкоджає їх застосуванню для обробки сигналів у реальному часі [2, 4, 10, 11, 15, 17].  

У статті пропонується математична модель KWTA-нейронної схеми обробки дискретизованих 
сигналів. Модель характеризується теоретично нескінченною роздільною здатністю, простотою, спро-
можністю обробляти сигнали будь-яких скінченних значень, незалежністю від початкових умов. 

   

2. Постановка задачі 
Нехай задано N  дійсних чисел від 1a  до Na , 1N > , тобто N21 a,...,a,a , як миттєвих значень 

невідомих вхідних сигналів і необхідно вибрати K  найбільших з них, що називаються переможцями, де  
NK1 <≤  – ненегативне ціле. Припустимо, що задані числа розподілені у відомому діапазоні 

)A,A(a maxmin∈ . Приймемо, що вони не рівні між собою (відрізняються між собою за величиною) і 
впорядковані за спаданням так, що задовольняються нерівності 

N21 aaa >>>  ,                                                                       (1) 

де індекси N,,2,1   взагалі можуть відрізнятись від оригінальних номерів входів, означаючи, що 

компоненти вектора ]a,,a[a N1 =  – впорядковані. Нехай необхідно побудувати математичну 

модель нейронної схеми, що обробляє вектор вхідних дискретизованих сигналів a  так, що після 

скінченної кількості ітерацій отримуються вихідні сигнали схеми ]b,,b[b N1 = , які 
задовольняють нерівності  

 N,,2K,1Kj,0b;K,,2,1i,0b ji  ++∈<∈> .                                           (2) 

Нерівності (2) виражають KWTA-властивість, тобто те, що саме вихідні сигнали від 1b  до 

Kb  “виграють” конкуренцію і той факт, що тільки вони є позитивними компонентами вектора b , 

свідчить про те, що вхідні сигнали від 1a  до Ka  є  K  найбільшими компонентами вектора a . 

Інакше кажучи, необхідно спроектувати нейронний класифікатор, який вибирає K  найбільших 
вхідних сигналів вектора a . У наступному розділі подана ітеративна математична модель 
нейронної схеми такого класифікатора.  

 

3. Математична модель KWTA-нейронної схеми обробки дискретизованих сигналів 
Виконаємо попередню обробку заданого вектора a  вхідних сигналів, віднявши від усіх їхніх 

компонентів значення minA  для отримання додаткових сигналів  

 N21 ccc >>>  ,                                                                       (3) 

де minnn Aac −= , N,...,2,1n = . Неважко побачити, що сигнали (3) лежать у діапазоні ( )A,0 , де 

minmax AAA −= >0, тобто ( )A,0c∈ , де ]c,...,c,c[c N21= . Оскільки вхідні сигнали (1) не рівні між 
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собою і розподілені у відомому діапазоні, то сигнали (3) також різні й обмежені в діапазоні ( )A,0 . 

Отже, для будь-яких NK1 <≤  існують такі значення ℜ∈x , що задовольняють такі нерівності: 
  .N,,2K,1Kj,xc;K,,2,1i,xc ji  ++∈<∈>                                           (4) 

Віднімання x  від нерівностей (4) дає  
.N,,2K,1Kj,0xc;K,,2,1i,0xc ji  ++∈<−∈>−                                       (5) 

Як можна побачити з нерівностей (5), сигнали xcn − , де N,...,2,1n = , володіють KWTA-

властивістю. Тому такі сигнали можна використати як вихідні сигнали моделі KWTA-нейронної 
мережі, тобто можна записати рівності 

N,,2K,1Kj,xcb;K,,2,1i,xcb jjii  ++∈−=∈−= .                                    (6) 

Для побудови потрібної моделі необхідно розробити процедуру для знаходження значення 
скалярного динамічного зсуву вхідних сигналів x , що задовольняє нерівності (4). Використаємо для 
цього вимогу, що такий зсув у встановленому режимі повинен міститись у діапазоні ( )A,0 . Спроек-

туємо траєкторію дискретного часу )k(x , де m,...,2,1k =  – кількість ітерацій до досягнення встанов-

леного режиму, яка може перетнути весь діапазон ( )A,0 . Нехай траєкторія буде розв’язком відповід-

ного різницевого рівняння )x(x )k()1k( ϕ=+  з початковою умовою )1(x , де )x( )k(ϕ  – певна функція, яку 

треба визначити. Припустимо, що у деякий момент дискретного часу )m(t  змінна )k(x  набуває у вста-
новленому режимі значення )m()k( xx = , яке задовольняє нерівності (4). Для зупинки  обчислюваль-
ного процесу в момент )m(t  визначимо умову, яка керує кількістю переможців і переможених у кожній 
дискретній часовій точці протягом обчислювального процесу. Для цього використаємо умову  


=

−−=
N

1n

)k(
n

)k( )bsgn(NK2)x(R ,                                                   (7) 

де )x(R )k(  – k-те дискретне значення нев’язки; )k(
n

)k(
n xcb −=  – значення n-го вихідного сигналу  

моделі на k-й ітерації  










<−
=
>

=
0bif,1

;0bif,0

;0bif,1

)bsgn(
)k(

n

)k(
n

)k(
n

)k(
n                                                        (8) 

– сигнум (жорсткообмежувальна)-функція; 
=

N

1n

)k(
n )bsgn(  – різниця між дійсними кількостями 

переможців і переможених. Сигнум-функція виконує порівняння між k-м дискретним значенням  

n-го вихідного сигналу )k(
nb і нулем. Якщо  0b )k(

n > , тоді n-на сигнум-функція забезпечує вихідний 

сигнал ( ) 1bsgn )k(
n = , якщо  0b )k(

n = , тоді вихідний сигнал n-ї сигнум-функції ( ) 0bsgn )k(
n = , інакше 

( ) 1bsgn )k(
n −= . 

Розглянемо форму функції )x(R )k( , наприклад, для вхідного вектора  
)6.0,1.0,4.0,8.0,2.0,9.0,7.0,3.0,5.0(a = , тобто для 9N =  вхідних сигналів і для 8,5,4,1K =  переможців,  

де 500,...,2,1k = , яка показана на рис. 1. Як можна побачити, )x(R )k(  – скалярна цілочислова 
ступінчата функція. Така функція набуває нульових значень, коли зсув x  розміщується в діапазоні  

9.0x8.0 <<  для 1K = , у діапазоні 6.0x5.0 <<  для 4K = , у діапазоні 5.0x4.0 <<  для 5K =  і у 
діапазоні 2.0x1.0 <<  для 8K = , що відповідає необхідним кількостям переможців згідно із заданими 

вхідними сигналами і рівностями (7). Рівність 0)x(R )k( =  задовольняється щоразу, коли для кожного 

1N,,2,1K −=   виконуються нерівності K
)k(

1K cxc <<+ . 
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Рис. 1. Графіки функції )x(R )k(  для 9N =  вхідних сигналів і 8,5,4,1K =  переможців 

 

Визначатимемо динамічний зсув )k(x  за допомогою такого рекурсивного алгоритму:   

,xAxx )k()k()1k( Δ−=+                                                                 (9) 

дe k)k()k( ))x(Rsgn(x α=Δ , α  – параметр, який гарантує збіжність алгоритму до коректного 

розв’язку; ( ) Ax0 1 ≤≤  – початкова умова; m  – кількість ітерацій до досягнення збіжності пошуковим 
процесом встановленого режиму. Опишемо математичну модель схеми різницевим рівнянням (9) і 

рівностями (6). Згідно з (9), якщо значення R(x) є меншим від нуля, тоді динамічний зсув )k(x  повинен 

бути збільшений. Навпаки, якщо значення R(x) стає більшим від нуля, тоді )k(x  повинен бути 

зменшений. У встановленому режимі, коли R(x) точно дорівнює нулю, )k(x  не повинен змінюватись 
надалі. Для формування К переможців така модель повинна поступово забезпечувати необхідний зсув 

)k(x , величина якого поступово наближається і зрештою потрапляє в інтервал між К-м і (К+1)-м 

максимальними значеннями сигналів nc , тобто K
)k(

1K cxc <<+ . Коли значення зсуву )k(x  потрапляє 

у діапазон між Kc  і 1Kc + , вихідні сигнали )k(
nb  забезпечують існування KWTA-режиму.  

 

4. Результати моделювання 
Для ілюстрації теоретичних положень, поданих у статті, розглянемо конкретний приклад з 

відповідним комп’ютерним моделюванням, який демонструє обробку сигналів запропонованою 
моделлю KWTA-нейронної схеми обробки дискретизованих сигналів.  

 

Приклад. Нехай необхідно ідентифікувати два найбільші сигнали ( 2K = ) вектора 

[ ]2.0,8.0,3.0,7.0,1a −−−= , тобто 5N = , використавши модель, що описується різницевим 

рівнянням (9) і рівностями (6). Задамо для такої моделі 1Amin −= , 2A =  початкову умову 
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Ax )1( =  і коефіцієнт загасання 7.0=α . Визначимо траєкторії дискретного часу зсуву )k(x  і 

вихідні сигнали 5,4,3,2,1i,b )k(
i =  згідно з різницевим рівнянням (9) і рівностями (6). Отримані 

траєкторії в нормалізованих одиницях показано на рис. 2. Як видно, у встановленому режимі 
сигнали 0b2 > , 0b5 >  відповідають чотирьом найбільшим компонентам вектора a  – переможцям, 

а сигнал 0b1 < , 0b3 < , 0b4 <  відповідає переможеному згідно з KWTA-властивістю (2). Збіжність 

пошукового процесу до встановленого режиму досягається за 6m =  ітерацій.  
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Рис. 2. Траєкторії дискретного часу зсуву )k(x  і вихідних сигналів  5,4,3,2,1i,b )k(
i = ,  

які відображають KWTA-властивість моделі, що описується різницевим рівнянням (9) і рівностями (6) 
 

На рис. 3 подано фазовий портрет траєкторії дискретного часу зсуву )k(x . Як можна 

побачити, фазова крива змінної )k(x  є скінченною закрученою спіраллю кусково-лінійної форми, 

що гарантує стабільну траєкторію зсуву )k(x . Зміна зсуву )k()!k()k( xxx −=Δ +  містить чотири 
стрибки між п’ятьма горизонтальними ділянками.  

Отже, результати комп’ютерного моделювання показують, що запропонована модель KWTA-
нейронної схеми може ефективно визначати К найбільших серед N невідомих сигналів, де  NK1 <≤ . 
Інакше кажучи, результати моделювання демонструють відповідність теоретичному прогнозу.  

 

5. Висновки 
У статті пропонується математична модель нейронної схеми типу “ K -winners-take-all” 

обробки дискретизованих сигналів. Модель, побудована на основі динамічного зсування вхідних 
сигналів, придатна для обробки нерівних між собою сигналів з будь-якими скінченними значен-
нями. Результати комп’ютерного моделювання підтверджують наведені теоретичні положення.  
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