
то р ая  будет  изм енятся  только по величине, что, в свою очередь, 
повлечет з а  собой увеличение или уменьшение рефракционньїх 
влияний.
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ПРИБЛИЖ ЕННЬІЙ  МЕТОД НАХОЖДЕНИЯ УРАВНЕНИЯ 
СВЕТОВОЙ КРИВОЙ ПРИ ОПРЕДЕЛЕНИИ РЕФРАКЦИИ

Известно, что в соответствии с принципом Ф ер м а  световая  
кр и в а я  удо влетво р яет  системе уравнений З й л ер а  *

F , = ^ / y = 0 ; F ' - A f . ' U  0 , ( 1)
ах  ах

гд е  F (х, у ,  z , у ' ,  z ' ) = n ( x ,  у,  z ) ^ \ + y ' 2+ z v ; n ( x ,  у,  z )  — показа-  
тель преломления воздуха .

В случае ,  если п  не зависит явно от х, система (1 ) примет 
вид

nz" =  n2'{ \ + y ' '+ z " )\  f l / - V ( l  +  / a +  Zir). (2)

* Смирнов  В. И. Курс вьісшей математики. Т. 4, изд. 3-є. — М.; Гос- 
техтеориздат, 1957.

Решить зти уравнен и я  д а ж е  в случае ,  ко гда  п  явл яете я  
злементарной функцией от z и у ,  строго не п р едставляется
В О ЗМ О Ж Н Ь ІМ .

П озтому в данной работе  пр едл агаетея  один из приближен- 
ньіх методов н ахож дения уравнения световой кривой.

Если заданьї начальньїе условия , то решение системьі (2) 
можно представить  в виде рядов Тейлора.

П усть д л я  уравнений (2) начальньїе условия  имеют вид

y U -0  =  0 , у '  U-о =  ctg

0 U „ o = 0 , 2 /U - o = C t g 0,

гд е  | и 0 — угль ї м е ж д у  проекцией касательной  в точке  ̂
с осями о у  и oz  соответственно (рис. 1).

Отьіщем решение зад ач и  Коши д л я  си стеми  (2 ) в виде сл і­
д у  ющих рядов :

z * z^^
=  + -------- ♦’ Т Г ** "* --------;1. 2 . й. ( ) )

v ' у" v (m)
y W  =  yo +  f ^  +  | ^  +  - . - - + - ^ r ^  +  - " .

Значення Производньїх, входящ их в  рядьі, начиная с треті.«чі 
можно получить путем  дифференцирования уравнений ('.!) и 
точке х  =  0 : .

z :  =  —°(  1 +  c t g 2 S -ь  c t g 2 0 ) ;  
n-o

y 0 =  ^  (1 4 -  ctg2 1 +  Ctg2 0 ) ;  
n 0

z ” =  ( +  —  K  —  “ T ) c tg  © +  n 1 t i n n 0 0 n \ 1

Уо =

i n '  2 n '  „ n'z n ' \

<  Vo , 4 .  v .  _  ^  c te  t ^  _  < 5 ^ , ,  r , ,

Решение М О Ж НО  бьІЛО бьі получить, если б и  рядьі (4 І І ' ' 
сходящ имися и если бьі уд ал о сь  найти их обшиє члени 

Р ассмотрим  н иж е метод , которьш д а ж е  при невьіпо їм 
вь іш еуказанньїх  замечаний приводит к  решению постам і. и■■ « 
задачи .

Области сходимости рядов зав и сят  от величини \ 1 
функцин у ( х )  и z ( x )  непрерьівньї и имеют все произво .тм  
в се гд а  можно найти так о е  х, д л я  которого зти рядьі бу ї \ і • • 
диться . П редиоложим, что х —х,  т а к о е  значение х, для  і і



І'ЧДІ'І ( І )  \однтся. Тогда д л я  решения зад ач и  п р ом еж уток  [0
‘ І |'.іи»Гм.ем па иитервальї (хи  х і+1) ,  д л я  которьіх \хі+і- х Л < І

з  і ом рисунке по казан а  кр и вая ,  соответствую щ ая 
нгрпому уравнению системьі (2 ) .

П редставим решение си стем и  (2 ) рядом  вида (4 ) на к а ж -  
Ч«м пнтервале (хі , х і+і ) ,  т. е.

з' Z. «(*)

* w  “  Zl +  Т ! {х -  * г) -  2 ї ( *  “  *<)’ • +  • • ■ #  j r  ( Х~ ХУ + • • • • ;

/ N УІ , у". V(k) (®)
У ( х ) - У і  +  -j-j (лг —  л:,) + ^ ( x - x iy  +  " - .  +  - j -r (x ^ x l) k + - . - ,

/ =  0 ,1 . . . ,

Рис. 1. Злементьі свєто- 
вой кривой. лам сходимости.

Тогда с какои-угодно степенью точности найдем  уравнение 
световои кривой в к а ж д о м  ннтервале  в виде р яд а ,  если извест- 
ньі услови я  Коши в н ач але  к а ж д о го  интервала.

Первое условие можно представить  следую щ им образом:
^ 11 

Zt =  Zi -1 +  -і=? (Х[ -  Хі_л ) +  (х . _  Хі_ }у  +

z(S\
- J T  (хі ~  хі- і)* (7)

У і =  Уі- і 1! “  Х і~ і )  +  — -1 —  Х і - \ ) 2 -\------------- f

У[к\
+  - J T  ( * і  —  Х і - і ) к  4---------- , і  =  1 , 2 - * - ,

Д л я  н ахож дения второго услови я  используем первьій ин- 
т е гр а л  решения системи (2 ) [ 1]

п =  с  (8 )

которнй после подстановки услови я  (3 ) б удет  иметь вид

/  1 +  / 2 +  Z'2

Тогда , используя (9 ) ,  значение второго условия Коши д л я  
н ач ал а  к а ж д о го  и н тер вала  запиш ем в виде

^  ] /  У щ у 1 (sin2 0+ Sin2 * cos2 Є) -  s i n - 0;

л __________________________________ __ ______ (10)

Уі~1 ~  sin £ sin 0 ]/  п ц 0, 0)  ̂( sin2 ~ + sin2 °  cos' ^  ~~ sin" % ’

где  п ( 0, Z i - і )  — значение п о ка зател я  преломления в  плоскости 
* 0 2 ,  соотвєтствую щ єє значенню Х=ХІ- 1 ; /г( г/г—і , 0) —  так о е  ж е  
значение в плоскости хо у .

Т аки м  образом, решение зад ач и  (2 ) ,  (3) на п ро м еж утке  (о ,  
х)  можно представить в виде рядов ( 6 ).

В сл уч ае  плоской кривой второе условие Коши, к а к  нетрудно 
зам ети ть , получится из ( 10) при £ или Q =  n/2 и запиш ется в 
виде

*«-• = / :4 і или - 1 ■
а  решение т а к ж е  п р едстави тся  в виде рядов (6 ) .

Отметим, что такОй прием решеннй диф ференциальннх у р а в ­
нений применим не только при решении задачи  Коши д л я  урав - 
нения З йлер а ,  но и д л я  д р уги х  подобньїх случаев .

^Приведем модельний пример решения в сл уч ае  плоской кри­
вой. П усть  n= \/z ,  то гд а  точное решение уравнен и я  (2) при 
усло ви ях  z/x=0= 1, z '/x=o =  c tg £ ,  £ =  я/3 равно 1,067.

При представлений рядом  (4) на п р о м еж утке  [о— 1] реше­
ние получим в виде

„  _ _ 1 , Х_ 2х 2 , 2х2 4х4 
V 3 3  ' 3 ] / 3  9

О ткуд а  2 ( 1) ^ 0,8417.
Если представить решение р яд ам и  ( 6 ) при і = 2 на промежут- 
к а х  [0 ;  0 ,5 ] ,  [0 ,5 ;  1 ] , получим

1 х 2х 2 2х3 8 Xі
г==1 +  | 7 1 - Т  +  з 1 7 1 - ^  +  " -  у  =  °

д л я  п р о м еж утка  [0 ;  0 ,5 ] и

z = l ,  138 +  0 ,195  ( х -  0 ,5 )  -  2 ( х - ° ' 5 ) 2 +  (х  _  0  5)3 +
3,885 1 ,138  '

0 Я 7  )

1,1387 ’  ^

д л я  п р о м еж утка  [0 ,5 ; 1]. Тогда г ( \ )  =  1,098.

01



К а к  видно из приведенного примера, поинтервальное реше- 
пие зад ач и  при одинаковом количестве членов р я д а  приводиг 
к более точному р езультату .

С тать я  п оступ и ла 11 ап р ел я  1980 г.

У Д К  522.92:528
П. Г. ЧЕРНЯГА

ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ СПУТНИКОВОЙ РЕФРАКЦИИ

При обработке р езул ьтато в  наблюдений И С З и други х  обт>- 
ектов , находящ ихся  в  земной атмосфере, необходимо учить івать  
спутниковую  рефракцию. О днако существующ ие таблицьі [1 , 4]

и м етоди  [ 2 , 3, 8 ] не все гда  
позволяют с необходимой 
точностью учить івать  реф­
ракцию, т а к  к а к ,  во-первьіх, 

в  применяемьіе модели атм ос­
фери не соответствую т ре­
альному ее  строению и, во- 
вторьіх, формульї поправок 
за  рефракцию не обеспечи- 
ваю т требуемой точности 
д л я  траекторий световьіх л у ­
чей, близких к  горизонталь­
ним. В следстви е  зтого воз- 
н и кает  необходимость в 
дальнейш ем  совершенство- 
вании методов определения 
поправок з а  рефракцию, ко- 
торьіе по возможности учи- 
тьівали б и  действительное 
состояние атмосф ери, а фор­
м у л и  поправок били  б и  ос- 
вобож ден и  от у к а з а н н и х  
вьіше недостатков.

Ход светового луча в земной атмосфере. g  настоящ ей стать е  пред-
л а г а е т с я  ф ормула д л я  вьі­

числения спутниковой рефракции при наблюдении об-ьектов в 
земной атмосфере на лю бих зенитних расстоян и ях  с исполь- 
зованием  информации о состоянии атмосф ери на определенних 
ви с о тах  н ад  поверхностью Земли.

П усть  атмосфера до некоторой ви с о ти  Н (рисунок) состоит 
из сферических слоев, плотность в которих находи тся  в  сле- 
дую щ ей зкспоненциальной зависимости от ви со ти :

р =  ехр ( сіоі +  с і цЬ ) , h t - i ^ h ^ h u  ( 1)

где  і= 1, 2 , 3 . .  .т\ аоі, а и  — п а р ам етр и  і-го слоя.
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П редположим дал ее ,  что на ви сотах , больших //, плотность 
внутри /-го слоя (общее число т аки х  слоев равно /є) меняется 
линейно:

p = &oj + 6 iA  (2)
где  /= 1, 2 , 3 , . . . ,  k\ boj ,  b i j  — п а р ам етр и  соответствующ их слоев.

Н а  рисунке обозначени: точка А — место наблюдения на 
поверхности Земли, принимаемой за  шар р ад и уса  (R + Н д ) ;  
обь>ект наблюдения В находи тся  на ви соте  Н над  поверхностью 
Зем ли ; 2 — теоретическое зенитное расстояние; ф — геоцент- 
рический угол м е ж д у  р ади усам и , проведенньїми через точку 
наблю дения и точку н ахож дения об-ьекта; г А — угол  вертикаль- 
ной спутниковой рефракции в точке А \ h  — ви с о та  текущ ей 
точки траектории светового луч а ;  ф — геоцентрический угол 
м е ж д у  р адиусам и , проведенньїми через текущ ую  точку т р а е к ­
тории и точку нахож дения обт,екта.

Д л я  определения г А в системе координат rjB^, расположен- 
ной в вертикальной плоскости, содерж ащ ей радиус-вектор  точ­
ки наблю дения и н аб л ю даем и й  об-ьект, восп ользуєм ся  форму­

люй [7]( а
1 Г 1 д п

(3)a  J  п  ог\
о

где  п  — п о казател ь  преломления; d  — длина линии по хорде.
Перейдем ОТ гірямоугольной системи  Г)В^ к  полярной с по­

люсом в точке О. Т огда  координати  текущ ей точки световой 
кривой б уд ут  (R  +  HA + h )  и і|). Координати  (R + HA +  h )  и -ф 
в и р а ж а ю т с я  через г) и £ следую щ им образом:

( R  +  На  +  h )  =  1/ ( #  +  Я л +  НУ  +  2 (R  +  НА +  Н)  X 

X  h  Sin ( z — ф) — £ cos ( z  — ф] +  +  £2,
( R  +  НА +  Н)  cos ( z  — <р) +  Є

vf =  arcctg — е  +  «р. (4)
( R  +  НА +  Н )  s in ( z  — ©)

Т а к  к а к  в ф ормулу (3 ) входит значение п о ка зател я  прелом- 
.ления, то ви р ази м  его известной формулой

п = \  +  Схр, (5)
где  р — плотность атмосф ери ; с*. — дисперсионний козффици- 
ент д л я  данной длиньї злектромагиитного  излучения, зависящ ий 
от физико-химических свойств среди .

У ч и ти вая  (1) и (2 ) ,_ ф о р м ул у  (5) д л я  слоев, находящ ихся  
ниже некоторой ви с о ти  Н, можно записать  в виде

п '  =  1 +  о .е х р  {а оі Н- а и  [ V ( R  +  Н а -г  Я ) 2 +  2 (R  - f  Н А +  Н)  X

X  I 7] sin ( 0  — ф )  —  £ c o s  { z — ®) \  + т 72 +  62 —  ( / ?  +  # а ) ] } ,

К -1  <  ^  л/. (0)
гд е  П і  —  п о казател ь  преломления в і - м слое.
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