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THE STRICT AND THE APPROXIMATE ADJUSTMEN Г 

OF THE LEVEL CIRCUITS

ci^gow wyznacz 

scisiym і przyblii

WYROWNANIE SCISLE I PRZYBLIZONE CI^GOW  

NIWELACYJNYCH

Wieslaw KOSINSKI 

Katedra Geodezji і Fotogrametrii

Szkoly Glownej Gospodarstwa Wiejsldego

Sum m ary. In  this report, I have deduced the form ulas (7), (10) and (17) for defining the height m ean errors 

o f successive points o f  the level circuit, w ith different length o f level section. The problem  has been resolved by 

strict and approxim ate adjustm ent obtaining the sam e result. It has been proved that in this case the approxim ate 

adjustm ent gives identical results as the strict one.

Streszczenie. W  pracy przedstawiono sposoby wyrownania ci£\gow niwelacyjnych dwustronnie naw iazanych і 

zam kni^tych o roznych dlugosciach odcinkow miqdzy wyznaczanym i punktam i - rys. 1. W yprowadzono 

wzory na okreslenie dokladnosci wysokosci punktow  w сігщасЬ przy scisiym  і przyblizonym  wyrow naniu 

obserwacji. Udow odniono, ze wyrow nanie przyblizone pozwala uzyskac identyczne dokladnosci wysokosci 

punktow  ci^gu ja k  wyrownanie scisle.

l.Wprowadzenie.

Wykoiiujc\c prace geodezyjne w raraach inzynierii srodowiska, jak np. wyznaczanie 

poziomow wod w rzekach lub pomiary inwentaryzacyjne dla projektowania budowli 

inzynierskich czQsto zachodzi potrzeba zaldadania punktow wysokosciowych - reperow 

roboczych na pewnej powierzchni lub wzdluz okreslonej trasy. Zwykle w takim przypadku 

zaldadamy ci^gi niwelacyjne dwustronnie nawi^zane lub zamkni<?te. Niezwykle wazna jest 

umiejqtnosc dostosowywania dokladnosci pomiaru do warunkow wynikaj^cych z potrzeb 

zleceniodawcy. Jest to istotne ze wzgl^dow ekonomicznych, gdyz jak wiadomo zwi^kszanie 

dokladnosci ponad potrzeby powoduje niepotrzebne powi^kszanie kosztow roboty 

geodezyjnej.

W niniejszym opracowaniu rozpatruje ciagi o roznej і jednakowej dlugosci odcinkow 

miqdzy punktami wyznaczanymi, przy czym moga to bye ci^gi dwustronnie nawi^zane - rys.

1, lub tworz^ce obwod zamkmqty, nawi^zany do jednego reperu. Dla tak utworzonych
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ci^gow wyznaczyiem dokiadnosc okreslenia poziomu punktow - reperow roboczych, przy 

scisiym і przyblizonym wyrownaniu obserwacji.

p  Rr1 R r 2  R r 3  R i 4  K

Rys. 1

Tak jak to polcazano na rys. 1 miqdzy reperami P і K zalozono kilka reperow 

roboczych - Rr, ktorych wysokosci s^ wyznaczane w procesie pomiaru і obliczen 

(wyrownania). Mozna tu wyroznic 3 sposoby post?powania przy wykonywaniu obliczen, 

bazuj^cych na tych samych pomiarach terenowych:

1) Wyrownujemy w sposob scisly roznice wysokosci mi?dzy poszczegolnymi reperami, przy 

czym dtugosci odcinkow niwelacyjnych dowolne. Obserwacjami s^ tu sumy 

pomierzonych roznic wysokosci na poszczegolnych stanow'iskach niwelatora w ramach 

danego odcinkaniwelacyjnego.

2) Poszczegolne stanowiska traktujemy jako oddzielne odcinki niwelacyjne, ktore 

wyrownujemy w sposob scisly. Obserwacjami s^ tu roznice wysokosci uzyskane z pomiaru 

na poszczegolnych stanowiskach niwelatora. Wyrownanie takie byloby bardzo 

pracochlonne ze wzgl?du na duz% liczbe stanowisk niwelatora і co zatem idzie, duzq. liczbe 

rownan poprawek і rownan normalnych. Nie namawiaj^c nikogo do takiego wyrownania, 

wyznaczam doldadnosc wysokosci reperow z takiego wyrownania aby porownac z 

dokladnosciami uzyskiwanymi przy wyrownaniu sposobem 1)

3) Wyrownanie ci^gu wykonujemy w sposob przyblizony, rozrzucaj^c poprawki na 

poszczegolnych odcinkach proporcjonalnie do liczby stanowisk niwelatora na tych 

odcinkach

Mozliwosc okreslenia dokladnosci wysokosci punktow w ci^gach niwelacyjnych jest 

bardzo potrzebna przy projektowaniu tych ciagow і doborze sprzetu pomiarowego do ich 

realizacji w terenie.

2. Doktadnosc wyznaczania poziomow punktow - reperow roboczych przy scisiym 

wyrownywaniu cis|gu skladaj^cego si? z roznej dlugosci odcinkow niwelacyjnych.



Wykonuj^c pomiar tym samym niwelatorem і w podobnych wamnkach na 

poszczegolnych stanowiskach, mozemy przyjac, ze dokladnose tego pomiaru w ramach 

ciq.gu jest na wszystkich stanowiskach jednakowa. St ad wagi dla poszczegolnych odcinkow 

niwelacyjnych mozna wyrazic jako funkcje liczb stanowisk niwelatora na tych odcinkach:

1

gdzie: p, - waga odcinka niwelacyjnego i,

q  - liczba stanowisk niwelatora na odcinku niwelacyjnym i.

Rownania poprawek dla poszczegolnych odcinkow niwelacyjnych s^nastepujcj.ce:

(1)

-dH„

-dH,

dH, + 1, = Vj 

dH2 + 12 = v2

(2)
"dH : dHj+) + li+1

-dHn + dHv + L = v„

W ciggu zamkniqtym dHp = dHk , poniewaz dotyczy to tego samego punktu. Dla 

ciggu dwustronnie nawi^zanego zakladam bezbl^dnosc wysokosci punktow nawigzania, stad

dHp =dHk -  0.

Wspotczynniki przy niewiadomych przemnozone przez odpowiednie pierwiastki z 

wag odcinkow niwelacyjnych tworz^ ponizszg. tabele:

dH, dlL dH.
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gdzie: D - \
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(3)

Na podstawie powyzszych wspolczynnikow mozemy utworzyc tabelt? wyznacznika 
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dla 4 - tej kolumn>

dla і - tej kolumny

W przeksztalconyi 

wyznacznika. Do k 

pierwszg, Do kolun 

otrzymanie w wyzn 

Wartosciq. wyznacz 

to wyrazenia:



Bl^d sredni i-tej niewiadomej wyznaczonej z ukladu rownan obserwacyjnych wyrazic 

mozemy w zaleznosci od blqdu sredniego pojedynczego spostrzezenia m0 wzorem:

gdzie: D - wyznacznik ukladu rownan normalnych,

D;i - minor wyznacznika D, powstaly przez skreslenie i-tej kolumny і i-tego 

wiersza w wyznaczniku D.

Wartosc wyznacznika (4) obliczam w nastQpuj^cvjsposob: zaczynaj^c od drugiej, 

kolejne kolumny wyznacznika mnoz$ przez odpowiednie wyrazenia і jednoczesnie wynoszQ 

przed znak wyznacznika iloczyn odwrotnosci tych wyrazen. S3. to wyrazenia:

C ~т C
dla 2 - giej kolumny - —----- -

c , c 2

dla 3 - ciej kolumny - —---- ------ -
C 1C 3

,, , A . . . c, + c2 + c3 + c4 
dla 4 - tej kolumny - ------------- --------

C, +  C ,  +  C ,  +  C . + . . . + C ,
dla і - tej kolumny - ------- ------5---------------

C \C i

W przeksztalconym tak wyznaczniku sumujq kolumny, co nie wplywa na wartosc 

wyznacznika. Do kazdej kolumny dodaje wszystkie poprzednie Do kolumny 2 - giej dodaje 

pierwsz^. Do kolumny 3 - ciej dodaje 1 - szg. і 2 - g^, itd. Wynikiem takiego dzialania jest 

otrzymanie w wyznaczniku powyzej glownej przekqtnej w eazen o wartosciach rownych zero. 

Wartosciq. wyznacznika jest teraz iloczyn wyrazen znajdujqcych si^ na glownej przekatnej. Sq 

to wyrazenia:
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w 1 - szej kolumnie -

w 2 - giej kolumnie -

C\C2

c, + c.2 + c3

w 3 - ciej kolumnie -

w і - tej kolumnie -

c , c 3

c] + c2 + c3 + c4

^ 4

C.C:

Wynikiem nmozenia wyrazeri znajduj^cych si? przed wyznaeznikiem і na jego 

glownej przek^tnej jest wartosc wyznacznika D.

D =
c, + c2 + c3 + c4+...+c,- 

C\C2c3c,...ci (6)

Podobnie post^puj^c wyznaczam wartosci podwyznacznikow Dir 

Wyznaczenie ogolnych wartosci wyznacznika D і jego podwyznacznikow DH 

pozwoliio mi na sformulowanie wzom (7) na mH(i) - blqd sredni poziomu i-tego punktu 

wyrownywanego ci^gu.

1 - І '

Z
(7)

gdzie: - blad sredni pomiaru roznicy wysokosci na stanowisku niwelatora,

]T c - liczba stanowisk niwelacyjnych od poczatkowego punktu nawi^zania ciqgu - P
p

do punktu i,

k
Y j C - liczba stanowisk niwelacyjnych od punktu і do koncowego punktu

і

nawi^zania ci^gu - K,

k
X е " liC7'ba wszystkich stanowisk niwelacyjnych ciagu.

4. Dokladnosc 

wyrownywaniu 

odcinka niwelai

Podobnit 

pomierzonych 

poprawek. Zakfe 

jest jednakowa, 

Wspolczynniki 

wyznacznika D,

D =

Zwi^zki 

jego stopien or; 

skreslenie i-tego 

nastQpuj^ce:

D = n і

Djj = i(n

Powyzszt 

wysokosci punkt

m„(i) = »

Posluguja 

sieci ciagow niwi

4. Wyrownanie p 

niwelatora na



4. Dokladnosc wyznaczenia poziomow punktow - reperow roboczych, przy scisiym 

wyrownywaniu ci^gu, w przypadku przyj^cia kazdego stanowisko niwelatora jako 

odcinka niwelacyjnego.

Podobnie jak poprzedmo dla obliczenia poprawek v do roznic wysokosci 

pomierzonych na poszczegolnych stanowiskach niwelatora, nalezy napisac rownania 

poprawek. Zakladam, ze dokladnosc pomiaru na wszystkich stanowiskach niwelatora w sieci 

jest jednakowa, stqd nie nalezy ranozyc poszczegolnych rownan przez pierwiastki z ich wag. 

Wspolczynniki przy niewiadomych z utworzonych rownan pozwalajg na napisanie 

wyznacznika D, ktory ma postac:

Zwi^zki pomiQdzy wartoscig. rozpatrywanego wyznacznika D a liczba n okreslajcjcq 

jego stopien oraz mi^dzy wartoscig podwyznacznika Dii5 ktorego tabela powstaje przez 

skreslenie i-tego wiersza і i-tej kolumny w tabeli wyznacznika D a wielkosciami n і і sq. 

nastqmj^ce:

Powyzsze zaleznosci pozwalaja na napisanie wzoru na okreslenie bledu sredniego 

wysokosci punktow ciagu niwelacyjnego:

Poslnguj^c siQ tym wzorem mozemy okreslic blqd sredni wysokosci i-tego punktu 

sieci ciagow niwelacyjnych o n punktach wyznaczanych.

2 - 1  
- 1  2 ...

D =  - 1  ... -1 (8)
2 - 1  
-1 2

D = n + 1 (9)

D„ = i(n + 1 - i) ( 10)

(11)

4. Wyrownanie przyblizone przez rozrzucenie poprawek proporcjonalnie do liczby stanowisk 

niwelatora na poszczegolnych odcinkach niwelacyjnych
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Przy wyrownaniu przyblizonym rozdziela sit? odchylke calego ci^gu na pomiary 

wykonane na poszczegolnych stanowiskach niwelatora. Poniewaz dokladnosc tych pomiarow 

jest jednakowa, witjc і poprawki wynikle z niezamkm^cia siej ciagu powinny bye jednakowe. 

Dla odcinkow niwelacyjnych skladaj^cych si$ z kilku stanowisk niwelatora poprawkq 

obliczamy mnozac poprawk'Q dla jednego stanowiska przez liczb^ stanowisk. W ciggu 

nawi^zanym do punktow: P o wysokosci Hp і K o wysokosci Hk , poprawkq dla pomierzonej 

na danym stanowisku roznicy wysokosci obliczamy nast^pujgeo:

V =
П + 1

(12)

gdzie: Д h - roznice wysokosci pomierzone na poszczegolnych stanowiskach, 

n - liczbq. punktow wyznaczanych ciggu.

Po wprowadzeniu poprawek do roznic wysokosci obliczamy wysokosci punktow, przy 

czym wysokosc kolejnego i-tego punktu wynosi:

H i = H p + '£JAh + iv

1 І
Я , = Я , + Х Л А  + -— Г Н , - Я , - Х Д А

Й Т І  V 1

(13)

(14)

дН; п = 
dAh, п

ЄН:
дАк:

ЗА hn+l

Majцс pow 

tego punktu ciagu:

n +1 — i
m H (i)  ~~

72 +  1

Po

uwagq: liczby w 

identycznej jak p:

mm  = mt

t f . = H p + Ahi +Ah2+...+Ah, + — ( я ,  - H p - A h } - Ah2-...-A h n+[) (15)

We wzorach tych wyrownana wysokosc punktu H, przedstawiona zostala jako funkeja 

wysokosci punktow nawi^zania Hp і Hk oraz wielkosci obserwowanych - Ah. Blqdy srednie 

wysokosci punktow otrzymujemy za. pomocg wzoru Gaussa na sredru bh\d funlccji wielkosci 

obserwowanych. W tym celu obliczamy pochodne czastkowe wg nast^puj^cych wzorow.

GH; і n + l - і
dAh- n + 1 n + 1
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дН, п = 1 - і  
ЗД/г, п +1

8Н:
дА hM п + 1

................................ (16)

дН, і
дА Ая+1 п +1 \

Majgc powyzsze pochodne cz^stkowe, wyznaczmy sziikany btyd sredni wysokosci i- 

tego punktu ciggu:

и + 1- i V  , ( n  + l - i Y  2 (  і У  2 . (  *' У  2+...+ ------ — т „ + \ ---- - т + ...+ ------ т0 (17)
я(і) \\ п + 1 /  0 V п + 1 ) 0 \ n  + V  ° V tf +  1

________ і - wvrazen (n+1-i) - wyrazeri.

Ро przeksztalceniach powyzszego sformulowania przy ktorym nalezy brae pod 

uwagt? liczby wystQpowania poszczegolnych wyrazen, otrzymujemy wzor w postaci 

identycznej jak przy wyrownaniu scisiym (wzor 9):

l i ( n  +  1 -  0  

И +  1
m u, ;, =  т . и л ! —--------:—  (18)

5. Wnioski koncowe.

Wyprowadzone wzory: (7), (11) і (18) pozwalajg. stwierdzic, ze niezaleznie od 

przedstawionych sposobow wyrownania ci^gu niwelacyjnego, uzyskujemy identyczne 

dokladnosci poziomow wyznaczanych punktow ciagu. Nie ma przy tym znaczenia 

przypadkowy sposob tworzenia odcinkow niwelacyjnych. Wyrownanie przyblizone 

pojedynczych ciagow niwelacyjnych, znacznie mniej pracochloime od wyrownania scislego, 

pozwala uzyskac takie same dokladnosci jak wyrownanie scisle.

BlQdy srednie wysokosci punktow jednakowo oddalonych od punktow nawiazania w 

przypadku ciagow dwustronnie nawigzanych lub punktu nawiazania w przypadku ciggu 

zamkniQtego sg identyczne:
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ДО ПИТАННЯ ЕТАЛОНУВАННЯ РЕЗУЛЬТАТІВ 
ТРИГОНОМЕТРИЧНОГО НІВЕЛЮВАННЯ 

Тарас Радьо
Український державний лісотехнічний університет 

( Львів, У країна)

Проблема еталонування результатів тригонометричного нівелювання (ТН)
- це приведення всіх даних ТН до початку прийнятої системи відліку висот 
(ППСВВ) в тій чи іншій країні, або співдружності держав [3,4,5].Проблема 
еталонування ТН полягає в тому, щоб місце нуля (МО) і місце зеніту (Mz) будь- 
якої точки краевої поверхні Землі, а також перевищення і висоти точок, були 
приведені до ППСВВ.

Нехай в ППСВВ (для країн СНД - Балтійська система висот) сила 
притягання, відцентрова сила і прискорення вільного падіння (ПВП) будуть 
відповідно F0, Q'0 і g0. При пересуванні на краєвій поверхні планети, 
обертання Землі і рельєф її поверхні сприяють зміні F0, Q \  і g0 на ±AFn, 
±Д Q \  і ±Agn [3,5].

Кутова величина відхилення gn від g0 -  (відхилення вискової лінії (ВЛ) 

для будь-якої паралелі Землі) буде визначатися за формулою [5]:
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