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THE STRICT AND THE APPROXIMATE ADJUSTMEN I
OF THE LEVEL CIRCUITS

WYROWNANIE SCISLE | PRZYBLIZONE CI"GOW
NIWELACYJINYCH

Wieslaw KOSINSKI

Katedra Geodezji i Fotogrametrii

Szkoly Glownej Gospodarstwa Wiejsldego

Summary. In this report, | have deduced the formulas (7), (10) and (17) for defining the height mean errors
of successive points of the level circuit, with different length of level section. The problem has been resolved by
strict and approximate adjustment obtaining the same result. It has been proved that in this case the approximate
adjustment gives identical results as the strict one.

Streszczenie. W pracy przedstawiono sposoby wyrownania cif\gow niwelacyjnych dwustronnie nawiazanych i
zamkni~tych o roznych dlugosciach odcinkow migqdzy wyznaczanymi punktami - rys. 1. Wyprowadzono
wzory na okreslenie dokladnosci wysokosci punktow w cirwacb przy scisiym i przyblizonym wyrownaniu
obserwacji. Udowodniono, ze wyrownanie przyblizone pozwala uzyskac identyczne dokladnosci wysokosci

punktow ci*gu jak wyrownanie scisle.
.Wprowadzenie.

Wykoiiujc\c prace geodezyjne w raraach inzynierii srodowiska, jak np. wyznaczanie
poziomow wod w rzekach lub pomiary inwentaryzacyjne dla projektowania budowli
inzynierskich czQsto zachodzi potrzeba zaldadania punktow wysokosciowych - reperow
roboczych na pewnej powierzchni lub wzdluz okreslonej trasy. Zwykle w takim przypadku
zaldadamy ci*gi niwelacyjne dwustronnie nawi”zane lub zamkni<?te. Niezwykle wazna jest
umiejgtnosc dostosowywania dokladnosci pomiaru do warunkow wynikaj*cych z potrzeb
zleceniodawcy. Jest to istotne ze wzgl*dow ekonomicznych, gdyz jak wiadomo zwi”kszanie
dokladnosci ponad potrzeby powoduje niepotrzebne  powi”kszanie kosztow roboty
geodezyjnej.

W niniejszym opracowaniu rozpatruje ciagi o roznej i jednakowej dlugosci odcinkow
miqdzy punktami wyznaczanymi, przy czym moga to bye ci*gi dwustronnie nawi”zane - rys.
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ci*gow wyznaczyiem dokiadnosc okreslenia poziomu punktow - reperow roboczych, przy

scisiym i przyblizonym wyrownaniu obserwacji.

Rys. 1

Tak jak to polcazano na rys. 1 miqdzy reperami P i K zalozono kilka reperow
roboczych - Rr, ktorych wysokosci s* wyznaczane w procesie pomiaru i obliczen
(wyrownania). Mozna tu wyroznic 3 sposoby post?powania przy wykonywaniu obliczen,

bazuj*cych na tych samych pomiarach terenowych:

1) Wyrownujemy w sposob scisly roznice wysokosci mi?dzy poszczegolnymi reperami, przy
czym  dtugosci odcinkow niwelacyjnych dowolne. Obserwacjami s* tu sumy
pomierzonych roznic wysokosci na poszczegolnych stanow'iskach niwelatora w ramach

danego odcinkaniwelacyjnego.

2) Poszczegolne stanowiska traktujemy jako oddzielne odcinki niwelacyjne, ktore
wyrownujemy w sposob scisly. Obserwacjami s” tu roznice wysokosci uzyskane z pomiaru
na poszczegolnych stanowiskach niwelatora. Wyrownanie takie byloby bardzo
pracochlonne ze wzgl?du na duz%liczbe stanowisk niwelatora i co zatem idzie, duzg. liczbe
rownan poprawek i rownan normalnych. Nie namawiaj”c nikogo do takiego wyrownania,
wyznaczam doldadnosc wysokosci reperow z takiego wyrownania aby porownac z

dokladnosciami uzyskiwanymi przy wyrownaniu sposobem 1)

3) Wyrownanie ci*gu wykonujemy w sposob przyblizony, rozrzucaj*c poprawki na
poszczegolnych odcinkach proporcjonalnie do liczby stanowisk niwelatora na tych

odcinkach

Mozliwosc okreslenia dokladnosci wysokosci punktow w ci*gach niwelacyjnych jest
bardzo potrzebna przy projektowaniu tych ciagow i doborze sprzetu pomiarowego do ich

realizacji w terenie.

2. Doktadnosc wyznaczania poziomow punktow - reperow roboczych przy scisiym

wyrownywaniu cis|gu skladaj”cego si? z roznej dlugosci odcinkow niwelacyjnych.



Wykonuj*c pomiar tym samym niwelatorem i w podobnych wamnkach na
poszczegolnych stanowiskach, mozemy przyjac, ze dokladnose tego pomiaru w ramach
cig.gu jest na wszystkich stanowiskach jednakowa. Stad wagi dla poszczegolnych odcinkow
niwelacyjnych mozna wyrazic jako funkcje liczb stanowisk niwelatora na tych odcinkach:

1

@)
gdzie: p, - waga odcinka niwelacyjnego i,
g - liczba stanowisk niwelatora na odcinku niwelacyjnym i.
Rownania poprawek dla poszczegolnych odcinkow niwelacyjnych s"nastepujc;j.ce:
-dH,, dH, + 1, =
-dH, dH2 + 2 = v2
2

waH: dH + lid

-dHn+ dHv+ L =,

W ciggu zamknigtym dHp = dHk, poniewaz dotyczy to tego samego punktu. Dla
ciggu dwustronnie nawi”zanego zakladam bezbl*dnosc wysokosci punktow nawigzania, stad
dHp =dHk - 0.

Wspotczynniki przy niewiadomych przemnozone przez odpowiednie pierwiastki z

wag odcinkow niwelacyjnych tworz” ponizszg. tabele:

dH, diL  dH.

©)

Na podstawie powyzszych wspolczynnikow mozemy utworzyc tabelt? wyznacznika

charakterystycznego ukiadu rownan normalnych D:
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[d
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przed znak wyznacz

dla 2 - giej kolumn
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BI™d sredni i-tej niewiadomej wyznaczonej z ukladu rownan obserwacyjnych wyrazic

mozemy w zaleznosci od blgdu sredniego pojedynczego spostrzezenia mOwzorem:

gdzie: D - wyznacznik ukladu rownan normalnych,

Dj - minor wyznacznika D, powstaly przez skreslenie i-tej kolumny i i-tego
wiersza w wyznaczniku D.

Wartosc wyznacznika (4) obliczam w nastQpuj~cvjsposob: zaczynaj®c od drugiej,
kolejne kolumny wyznacznika mnoz$ przez odpowiednie wyrazenia i jednoczesnie wynoszQ
przed znak wyznacznika iloczyn odwrotnosci tych wyrazen. S3.to wyrazenia:

C ~1C

dla 2 - giej kolumny - —-----

c,c2

dla 3 - ciej kolumny - —-— ----- -
c1ic3

dla 4 - tej kolumny - G rezredrcd

B . C,+C,+C_+C.+...+C,
dla i- tej kolumny - -

C\Ci

W przeksztalconym tak wyznaczniku sumujg kolumny, co nie wplywa na wartosc
wyznacznika. Do kazdej kolumny dodaje wszystkie poprzednie Do kolumny 2 - giej dodaje
pierwsz”. Do kolumny 3 - ciej dodaje 1-szg. i 2- g", itd. Wynikiem takiego dzialania jest
otrzymanie w wyznaczniku powyzej glownej przekqtnej weazen o wartosciach rownych zero.
Wartosciq. wyznacznika jest teraz iloczyn wyrazen znajdujgcych si® na glownej przekatnej. Sq

to wyrazenia:
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w 1-szej kolumnie -

c, +c2+c3

w 2 - giej kolumnie -

c,c3

c]+c2+c3+c4

w 3 - ciej kolumnie -

nog

w i -tej kolumnie -

CC

Wynikiem nmozenia wyrazeri znajduj*cych si? przed wyznaeznikiem i na jego

glownej przek”tnej jest wartosc wyznacznika D.

Wyznaczenie ogolnych wartosci wyznacznika D

_C+ C2+ c3+ c4+.4C,-
N QC23c,...ci (6)

Podobnie post*puj*c wyznaczam wartosci podwyznacznikow Dir

pozwoliio mi na sformulowanie wzom (7) na mHj) - blqd sredni poziomu i-tego punktu

wyrownywanego ci*gu.

gdzie:

1-1"

Z

()

- blad sredni pomiaru roznicy wysokosci na stanowisku niwelatora,

]T ¢ - liczba stanowisk niwelacyjnych od poczatkowego punktu nawi”*zania ciqgu - P
P

do punktu i,

k
YjC - liczba stanowisk niwelacyjnych od punktu i do koncowego punktu

nawi”zania ci*gu - K,

k
X e "liCrba wszystkich stanowisk niwelacyjnych ciagu.

i jego podwyznacznikow DH
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4. Dokladnosc wyznaczenia poziomow punktow - reperow roboczych, przy scisiym
wyrownywaniu ci™gu, w przypadku przyj~cia kazdego stanowisko niwelatora jako
odcinka niwelacyjnego.

Podobnie jak poprzedmo dla obliczenia poprawek v do roznic wysokosci
pomierzonych na poszczegolnych stanowiskach niwelatora, nalezy napisac rownania
poprawek. Zakladam, ze dokladnosc pomiaru na wszystkich stanowiskach niwelatora w sieci
jest jednakowa, stqd nie nalezy ranozyc poszczegolnych rownan przez pierwiastki z ich wag.
Wspolczynniki przy niewiadomych z utworzonych rownan pozwalajg na napisanie

wyznacznika D, ktory ma postac:

D= -1 .. -1 ®)

Zwi”zki pomiQdzy wartoscig. rozpatrywanego wyznacznika D a liczba n okreslajcjcq

jego stopien oraz mi~dzy wartoscig podwyznacznika Di5 ktorego tabela powstaje przez

skreslenie i-tego wiersza i i-tej kolumny w tabeli wyznacznika D a wielkosciami n i i s
nastqmj”ce:
D=n+1 9)
D, = i(n +1- i) (10)

Powyzsze zaleznosci pozwalaja na napisanie wzoru na okreslenie bledu sredniego

wysokosci punktow ciagu niwelacyjnego:

(11)

PosInguj*c siQ tym wzorem mozemy okreslic blgd sredni wysokosci i-tego punktu

sieci ciagow niwelacyjnych o n punktach wyznaczanych.

4. Wyrownanie przyblizone przez rozrzucenie poprawek proporcjonalnie do liczby stanowisk

niwelatora na poszczegolnych odcinkach niwelacyjnych
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Przy wyrownaniu przyblizonym rozdziela sit? odchylke calego ci“gu na pomiary
wykonane na poszczegolnych stanowiskach niwelatora. Poniewaz dokladnosc tych pomiarow
jest jednakowa, witjc i poprawki wynikle z niezamkm”cia siej ciagu powinny bye jednakowe.
Dla odcinkow niwelacyjnych skladaj*cych si$ z kilku stanowisk niwelatora poprawkq
obliczamy mnozac poprawk'Q dla jednego stanowiska przez liczb” stanowisk. W ciggu
nawi”“zanym do punktow: P o wysokosci Hp i K o wysokosci Hk, poprawkq dla pomierzonej

na danym stanowisku roznicy wysokosci obliczamy nast*pujgeo:

V= (12)
M+1

gdzie: A h -roznice wysokosci pomierzone na poszczegolnych stanowiskach,
n - liczbg. punktow wyznaczanych ciggu.

Po wprowadzeniu poprawek do roznic wysokosci obliczamy wysokosci punktow, przy

czym wysokosc kolejnego i-tego punktu wynosi:

Hi=Hp+'EJAh+iv 13
1 |
A=A AXNA+—T H,-A,-X[A (14)
NTIV
tf.=Hp+ Ahi +Ah2+..+Ah,+— (A, -H p-Ah}- Ah2-...-AhnH) (15)

We wzorach tych wyrownana wysokosc punktu H, przedstawiona zostalajako funkeja
wysokosci punktow nawi”zania Hp i Hkoraz wielkosci obserwowanych - Ah. Blgdy srednie
wysokosci punktow otrzymujemy za. pomocg wzoru Gaussa na sredru bh\d funlccji wielkosci

obserwowanych. W tym celu obliczamy pochodne czastkowe wg nast*puj”*cych wzorow.

GH; i n+1l-i
dAh- n+1 n+1

aH; n=
dAh, n

€H:
OAK:

3AhM

Majuc pow

tego punktu ciagu:

n+1—

mH(@) — 72+ 1

Po
uwagq: liczby w

identycznej jak p:

mm = mt

5. Whnioski koncc
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przypadkowy
pojedynczych cia
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aH, n=1-i

34/, n+l
8H:

AAhM n+1

................................ (16)
oH, i

DAAaHL n+1 \

Majgc powyzsze pochodne cz”\stkowe, wyznaczmy sziikany btyd sredni wysokosci i-
tego punktu ciggu:
n+1-iv (n+|-|YT?+(_in2+“._'( gy

A L L L — 17
ai) \\ n+1/ o vn+l) G \n+v - vif+ 1 (17)

i - wvrazen (n+1-i) - wyrazeri.

Po przeksztalceniach powyzszego sformulowania przy ktorym nalezy brae pod
uwagt? liczby wystQpowania poszczegolnych wyrazen, otrzymujemy wzor w postaci

identycznej jak przy wyrownaniu scisiym (wzor 9):
mu,;, = T.UN!—--mmmmm — (18)

5. Wnioski koncowe.

Wyprowadzone wzory: (7), (11) i (18) pozwalajg. stwierdzic, ze niezaleznie od
przedstawionych sposobow wyrownania ci*gu niwelacyjnego, uzyskujemy identyczne
dokladnosci poziomow wyznaczanych punktow ciagu. Nie ma przy tym znaczenia
przypadkowy sposob tworzenia odcinkow niwelacyjnych. Wyrownanie przyblizone
pojedynczych ciagow niwelacyjnych, znacznie mniej pracochloime od wyrownania scislego,

pozwala uzyskac takie same dokladnosci jak wyrownanie scisle.

BIQdy srednie wysokosci punktow jednakowo oddalonych od punktow nawiazania w
przypadku ciagow dwustronnie nawigzanych lub punktu nawiazania w przypadku ciggu

zamkniQtego sg identyczne:
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0O NMNTAHHA ETA/IOHYBAHHA PE3Y/IbTATIB
TPUTOHOMETPUNYHOTI O HIBE/TKOBAHHA
Tapac Pagbo
YKpalHCbKNI fepXXaBHUN NiCOTEXHIYHWIA yHiBEpCUTET
(NbBiB, Y KpaiHa)

Mpob6nema eTanoHyBaHHS pe3ynbTaTiB TPUTOHOMETPUYHOIO HiBentoBaHHA (TH)
- e npuBefeHHA BCiX gaHnx TH [o noyaTKy MPUAHATOT cucTemn BigaiKy BUCOT
(MNCBB) B Tiin um iHWIn kpaiHi, ab6o cniBgpy>xxHocTi pgepxas [3,4,5].NMpobnema
eTanoHyBaHHa TH nonsrae B Tomy, wWo6 micue Hynd (MO) i micue 3eHiTy (Mz) 6yapb-
AKOT TOYKM KpaeBOT MOBEPXHi 3eM/i, a TaK0X MNEPEBULLEHHS | BUCOTU TOYOK, Bynu
npusedeHi go NMricBB.

Hexah B MMNCBB (gna kpaiH CHJAO - bantiiicbka cucTema BWUCOT) cuna

NPUTATaHHA, BifLeEeHTpPOBa cufa i NPUCKOPEHHA BinbHOro nagiHHA (MBM) 6yayTs
BignosigHo FO, Q'O i g0. lNpu nepecyBaHHi Ha KpaeBili NOBEPXHi NnaHeTw,

o6epTaHHA 3emni i penbed T noBepxHi cnpusoTb 3MiHi FO, Q\ i g0 Ha *AFn,
+AQ\ i £Agn [3,5].
KyToBa BennmyunHa BigxuneHHa gn Big g0-  (BigxwneHHs BUCKOBOT NiHiT (BJ1)

ans 6yab-aKoi napaneni 3emni) 6yae Bu3HavaTmca 3a gopmynoto [5]:
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