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П Р И М Е Н Е Н И Е  Е Д И Н О Г О  А Л Г О Р И Т М А  У Р А В Н И В А Н И Я  
К О Б Р А Б О Т К Е  Н И В Е Л И Р О В О К

В статье [1] предложен алгоритм, позволяющий уравнивать 
і рпапгуляцию, трилатерацию и линейно-угловую сеть коррелатньїм] 
методом с использованием З В М .  Е го  суть в следующ ем: все из- 
мерения д елятея на необходимьіе и избьіточньїе. Д л я  тех и другизі 
составляю тся  уравнения поправок

A\X-\-L\,= Vi н A 2X -\ -L 2 =  V 2, ( 1 )]

где А і и А2 — матрицьі козффициентов при поправках в коорди-, 
на гьі определяемьіх пунктов сети; X  —  матрица-столбец попра­
вок в координата; L i  и L 2 — матрицьі-столбцьі свободньїх членов;]
І і и V2 —  матрицьі-столбцьі поправок в измеренньїе величніш 
(иеобходимьіе и избьіточньїе соответствен н о).

Исключив из зтих уравнений X, получим условное уравненш

А1 1 (І/,  Lx) —- V2 +  L2 =  О. (2)і

Р еш ая его по методу наименьших квадратов, находим коррелаті

K = — (A A T) - i W ,  (3)1
а затем  и поправки

V = A TK ,  (4)

где А  —  матрица козффициентов при поправках условного у рав­
нения (2 ) ,  W  — матрица-столбец свободньїх членов, А т —  транс- 
понированная матрица.

В настоящей статье показана возм ож ность уравнивания ниве 
лирной сети по предложенному алгоритму.

Р ассмотрим сеть, изображенную на рисунке (стрелками п о каза ­
но убьівание вьісот) [2]. Примем вьісоту пункта а за нуль. Превьі- 
шения м еж ду  пунктами равньї: ^  =  2 0 , 2 1  м, /г2= 4 0 ^ 0 7  м , ' h 3=  
=  34,17 м, /г4= 35,84 м, /г5= 6 0 , 4 0  м, /г6= 5,87 м, h 7=  69 ,99 м. П о­
лучим приближенньїе значення вьісот пунктов b, с, d  и е  по пре- 
вьішениям hi,  h 2, h 3, h e  H b = 20,21 м, H c=  — 40 ,07  м, I1d =  —  34 ,17 м, 
//«=35,84  м. Измерения hi,  /г2, h 3 и h /t будем считать необходимьі- 
мн; /г5, /г6 и /г7 — избьіточньїми. Тогда уравнения поправок примут 
следующий вид:

бб +  / і = 1/і, Іі =  Н Ь— Н а — hi,

— бс+ / 2 = У 2, І2 =  Н с— Н а + Іі2 ,  •

Ьсі-\-Із=Уз, h = H d — H a-\-h3,

6e+ / 4= V ,4, ll l = H e- H a— h k,

Ьь— bc-^-k— Vb, h  =  H b— H c— h 5,

6 с і - 6 с + 1 б =  Ve, h = H d- H c— hs, 

hr bd~\~U~ Vi, h = H e— H d— hi,

поправки в в ь і с о т ь і  пунктов, U —  свободньїе членьї, Vi —
.....ривки в измеренньїе величиньї.

Гак как приближенньїе значення вьісот пунктов находились 
"  т-обходимьім измерениям, то следует І і =  12 = / 3  =  /4 =  0 .

Ггперь запишем уравнения ( 1) :
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.уравнение (2 ) нримет вид

Матрицьі А, А т, (А А Т) _1 уравнения ( 3 ) :

А  =
1 1 0  0  - - 1 0

0  1 -  1 0 0 —  1

0  0 1 1 0 0

А т =

( А А ту

=  0.

1 0 0
1 1 0
0  - - 1 1
0 0 1
1 0 0

0  - - 1 0

0 0 - 1



Пмчік’ліім коррелатьг К ї .

К  =
8  -- 3  -- 1\ /г— 0 , 1 2
3 9

3  Г
0 ,03

1 3 8 / \V 0 , 0 2

0 ,0510 '
0 ,0329
0 ,0176 ,

Іо формуле (4 )  найдем поправки V{ в измеренньїе величини:

1/ =

1 0 0 0,051
1 1 0 0,018
0 - 1 1 / 0 , 0 5 10 \ 0,015
0 0 1 X  -  0,0329 = - 0 , 0 1 8

-  1 0 0 V— 0 ,0 1 76/ -  0,051
0 - 1 0 0,033
0 0 -- 1 0,018

А і = 2 0 ,2 6 1  м, 
h 2 =  40 ,088  м, 

/ ?з=34,185  м,

А4=  35,822  м, 
/ ? 5  =  60,349  м ,

/їб= 5,903 м, 
/*7 =  70,008  м.

Д л я  контроля полученньїх величин просуммируем превьішения по 
трем полигонам:

/її— Л5+/г2==20,261 — 6 0 ,3 4 9 + 4 0 ,0 8 8  =  0,

/г3— /г2+/г6= 3 4 ,1 8 5 — 4 0 ,0 8 8 + 5 ,9 0 3  =  0, 

h - — h 3— /г4 =  7 0 ,0 0 8 — 3 4 ,185— 35,822 =  0,001.

Схема сети нивелирования.

Сравним изложенньїй вьіше метод с классическим параметри- 
ческнм методом, содерж ание которого сводится к следующ ему:

B X + L = V ,  (5 )  B T B X + B TL  =  0 , (6 )

X =  —  ( B TB ) ~ iB TL ;  (7) V = ~  В  ( B TB ) ~ 1B TL + L .  ( 8 )

»дссі. Н матрица козффициентов; X  —  матрица поправок в 
коордішатьі определяемьіх пунктов; V — матрица поправок в из- 
м(‘|)(чіііі,и' превьішения; L  —  матрица свободньїх членов; (5 )  — 
урпітопне поправок, (6 ) —  нормальное уравнение. У равняем по 
ітому методу сеть, изображенную на рисунке.

/ 0

Матрицьі В , В т и В ТВ  будут:

В

1 0 0 0
0 - 1 0 0
0 0 - 1 0
0 0 0 1
1 - - 1 0 0

0  - - 1 1 0

0 0  - - 1 1

В т =

'1 0 [0 0 1 0
° \

0 - 1 0 0 - 1 - 1 0 1
0 0 - 1  0 0 1 - - 10 0 0 1 0 0 \

В 1 в

2 - 1 0
1 3 - - 1
0 —  1 3
0 0 - - 1

Уравнение ( 6 ) принимает вид

0 0 0 1 0 0

1 0 0  -- 1  -- 1 0
0  -- 1 0 0 1 -- 1
0 0 1 0 0 1 .

Вичислив злем енти матрицн (В ТВ ) ~ І, получим

'1 3  5 2 1 

1 / 5  10 4  2

V
4

/з
К
4
h

іА і

[ В Т В У '  =
21 2  4  10 5

1 2 5 13,

П одставим все полученнме матрицн в уравнение ( 8 ) и ви ч и с­
лим значення поправок Vf.

V

13 - 5 - 2 1 8 - 3 - 1 0 0
— 5 10 4 - 2 5 6 2 0 0
— 2 4 1 0 - 5 2 — 6 5 0 0

1 - 2 - 5 13 —  1 3 8 X 0 + 0
8 5 2 - 1 13 3 1 - 0 , 1 2 - 0 , 1 2

— 3 6 — 6 3 3 1 2 - 3 0 ,0 3 0 ,03
- 1 2 5 8 1 - 3 13 0 , 0 2 0 , 0 2

V i = 0,051, 

V/2 = 0,018,
І/3 =  0,015. 

Vk=  — 0,018
V5= — 0,051, 

l/6 =  0,033,
Г 7 =  0,018.

Гаким образом, поправки, полученние параметрическим мето­
лом уравнивания, р авн и  поправкам, полученннм с помощью єди­
ного алгоритма.
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К О П Р Е Д Е Л Е Н И Ю  МАССЬІ  
И П О Т Е Н Ц И А Л А  З Е М Л И

S = ^ = = ~ i = =
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Z £ „ z “ Ї , ? :  5  -  r
ловая скорость суточиого вращения Земли ’ 4 'А ' “  ~  УГ‘

ния С ' Молоденский Показал возм ожность определе-
С-™'ЧРм „ иР м  И измеРенш< ускореиия силь, тяж ести на поверх-

= s l = a s =

ні 1111 .і нормального гравитационного поля Земли, а т а к ж е  уточнять 
фиі'уру и гравитационное поле.
В статьях [3— 6] показана возможность и полученьї формульї 

Длн уточнення массьі и потенциала Земли на основании аномалий
• н і и тяжести и их производньїх. В з  той статье предлагаются 
Ян иіогичньїе формульї для  определения тех ж е  величин по ано- 
іи 1 т и м  сили тяжести и вьісотам геоида.

ІІ.іпишем известньїе соотношения теории фигурьі Земли:

y J r ~  =  - ^ g  +  - ( W 0 
др  р р

T = g e t + W 0- U 0,

U o ) , (3)

( 4 )

г  —  возмущающий гравитационньїй потенциал во внешнем 
Ні"., транстве; Ag  — с м е т а н н а я  аномалия сильї тяж ести ; р —  рас- 
иіиіние от центра земного зллипсоида до текущей точки поверх- 

" 111 Земли; Wo, U0 —  гравитационньїе потенциальї Земли на

!
рипне моря и уровенного земного зллипсоида на его поверхности;

расстояние меж ду зллипсоидом и гєоидом (вьісота геоида); 
») — граничное условие для возмущ ающ его потенциала или ос- 

Н"шюе уравнение гравиметрии.
ІІредставляя возмущающий потенциал во внешнем прострац­

і ї  н е ,  аномалии сильї тяж ести и в ь і с о т ь і  геоида на сфере радиуса 
и рядами сферических функций:

п + 1

( 6 )

Iftf Тп, Ag n, t,n —  сферические функции п -го  порядка в разлож е- 
цми возмущ ающ его потенциала, аномалий сильї тяж ести и вьісот 

Иніида, легко получить на основании ( 3 ) ,  (4 ) ,  ( 5 ) ,  (6 ) зависи- 
Шпсти м еж ду сферическими функциями нулевого порядка:

То------- а А^о4“2 ( Wo— Uo ) ,

То =  get,0-\- W 0—  Uo.

( 7 )

(8)

Д ля текущей точки внешнего пространства имеет место сле- 
дмоіцее разлож ение для возмущ аю щ его потенциала:

T = W r - W t = V r - V e = fA M
+ ( 9 )

гді- W  — потенциал сильї тяж ести  геоида или уровенного зллип- 
|"ііда, V —  потенциал притяжения; AM  —  разность м асс  геоида 
и уровенного зллипсоида.

С ледовательно, сферическая функция нулевого порядка в раз-  
^іожении возмущ ающ его потенциала м ож ет бить вьіражена и так :

fA M
о ~  • (Ю)

7 3


