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Вьіполнено совместное уравнивание геодезических фундаментальних  
постоянньїх с целью установлення основних динамнческих параметров Земли на 
принятую зпоху. Получено итерационное реш ение задачи уравнивания гармони- 
ческих козффициентов второго порядка совместно с положением полюса оси 
фигурьі. Задача проиллюстрирована на примере определения как временно- 
независимьіх (на принятую зпоху), так и временно-зависимьіх параметров дина- 
мической фигурьі Земли с учетом вековьіх и длиннопериодических вариаций  
внешнего гравитационного поля планети.

The estimation of gravitational harm onic coefficients o f second degree and the 
coordinates of the Earth’s figure axis was made from the least squares adjustm ent of 
recent global Earth gravity models including EIGEN-1S solution coming from  
CHAMP satellite. The time-independent components (at epoch 1997) of the Earth’s 
inertial tensor and the time-dependent com ponents of the tensor of inertia were 
estimated from given information on the secular and periodic variations o f harmonic 
coefficient of second degree and the dynam ical ellipticity H  D.

Вступ

У роботах [2, 3, 7] розглянута проблема вибору фундаментальних сталих Землі як 
планети з метою їх використання в задачах геодезії, астрономії та геофізики. Розвиток 
геодинаміки призвів до суттєво нового рівня точності обробки вимірів і, як наслідок, -  
дослідження варіацій у часі основних фундаментальних параметрів Землі та їх врахування 
під час розв’язування наукових задач. Саме “геодинамічний” підхід до спільного узгод
ження геодезичних фундаментальних сталих з метою встановлення основних динамічних 
параметрів Землі на прийняту епоху було розглянуто,у роботі [6]. У результаті головні осі 

інерції Землі ( А , В , С  ), головні моменти інерції (А ,  В, С )  та інші фундаментальні константи 

були знайдені з супутникових розв’язків для гармонічних коефіцієнтів C2m, S 2m другого 

порядку моделей глобального гравітаційного Землі та її динамічного стиснення, одержаного 

за даними VLBI. Нижче розглянуто інший підхід взаємного узгодження C2m, S 2m без 

включення додаткової інформації про координати середнього полюсу і виконане 
врівноваження гармонічних коефіцієнтів гравітаційного поля Землі другого порядку та 

визначене положення її осі фігури x f ) y f . Розв’язування задачі проілюстровано на прикладі

визначення як незалежних від часу (на прийняту епоху), так і залежних від часу параметрів 
динамічної фігури Землі з врахуванням неперіодичних неприпливних варіацій зовнішнього 
гравітаційного поля планети.



1. Врівноваження гармонічних коефіцієнтів геопотенціалу другого порядку

Розглянемо вектор g = [C20,C 21,S 21,C 22,S 22J  гармонічних коефіцієнтів гравітаційного 

поля Землі С2т, S 2m другого порядку, заданий в загальноземній системі XYZ  координат, та 

вектор

8/ ~ » (1)
гармонічних коефіцієнтів другого порядку А 2т, В2т, який зарахований до координатної

системи X'Y'Z' з малою різницею Z -  Z ' в орієнтації третьої осі порядку координат полюса 
Землі щодо системи X Y Z .

Як показано в роботі [6], існує лінійна залежність між цими векторами

S  = P x y g f , (2)

якщо вісь Z' задається положенням полюса Землі, а матриця Рху залежить тільки від 
координат полюса х, у :

2 - 5,

2
- у і Зх Л у

л /3j

9
—  л / З л г

л / З х 1 - х 2 ху
L,

-  X У
—  л/3 у ху 1 - у 2 ~ у 2 - х 2

*2

41 X У 1 0

2 ху
0 1

" 7 Г - у X

(3 )

де s[ = x 2 + y 2, s2 = x 2 - y 2. Оскільки детермінант D e t( />vy) ^ 0 ,  то існує обернене 

перетворення

g f = P x y S , (4)

де обернена матриця Р~! залежить тільки від координат полюса на задану епоху.

У роботі [6] було отримано (на основі розв’язування системи лінійних рівнянь типу 

(4)) врівноважені (на вибрану епоху 1997р.) C2m,S 2m коефіцієнти другого порядку, 

приймаючи як спостереження попередньо обчислені гармонічні коефіцієнти А%п,В22 (і = 1,

2, 3, 4 -  для чотирьох моделей гравітаційного поля Землі) в системі X Y Z ,  яка фіксувалася 

координатами середнього полюсу. За такого підходу було отримано коефіцієнти А 21 Ф 0 та 

В21 *  0 , що свідчить про реальне відхилення осі фігури від осі Z', що задається положенням 

середнього полюсу Землі.

Нижче розглянуто інший підхід взаємного узгодження C2m,S 2m на вибрану епоху без 

включення додаткової інформації про координати середнього полюса. За невідомі пара

метри було прийнято гармонічні коефіцієнти другого порядку А20, А22, В22 та координати 

X / , y f  осі фігури або осі С максимуму інерції Землі. Зауважимо, що в цьому випадку осі

С та Z' збігаються і для тесеральних коефіцієнтів другого порядку завжди виконуються 

теоретично строгі умови: А2\ -  В 2Х = 0 . На другому етапі, -  після знаходження А20, А22,
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A2q , А22 ,

З п , х { , у } -  останні разом з А21 = В2І = 0  підставляли в рівняння (2) для обчислення 

C2n, S 2m, приймаючи в матриці Рху замість координат полюса координати осі фігури:

x  = x f , y  = y f .

Отже, вихідними даними є гармонічні коефіцієнти другого порядку C2m, S 2m, які 

гтримані з супутникових спостережень. Для знаходження гармонічних коефіцієнтів 

гравітаційного поля Землі другого порядку А20, А ^ , В22 та положення її осі фігури x f , у { 

використаємо систему рівнянь (2), яка загалом є нелінійною. Після лінеаризації отримаємо 

систему параметричних рівнянь

з основною матрицею
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-  вектор поправок до наближених значень гармонічних коефіцієнтів Ajg -  А ^ }, А 22 -  ) ,

S 22 = В 22 та координат осі фігури x f  = д:}0>, = у}0); вектор -

вільний член системи параметричних рівнянь (5), яка розв’язується за методом найменших 
квадратів з врахуванням відомих повних коваріаційних матриць помилок визначення
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коефіцієнтів C2m,S 2m для кожної моделі гравітаційного поля; і = 1, 2 де т  -  кількість

прийнятих в обробку моделей. Зауважимо, що при т  =  1 ми отримуємо лінійну систему з 
п ’яти рівнянь та з п ’яти невідомих і в цьому частковому випадку методом ітерацій розв’язу

ється пряма задача знаходження А20, А22, В 22, x f , y f  для заданого набору C2m, S 2m.

Оскільки координатні системи XYZ  та X  Y Z  є достатньо близькими, за початкові 
наближення в (6), (7) було прийнято

-  для гармонічних коефіцієнтів другого порядку та координат осі фігури, приймаючи тим 
самим фактичний збіг двох систем координат XYZ  та X Y Z  на першій ітерації.

Після закінчення процесу ітерацій (для заданої точності є) ми отримуємо не тільки 
значення вектора невідомих

але й їх повну коваріаційну матрицю С ^ . Коваріаційна матриця С вектора

§ — [C20,C 2l,S2l,C22,S22 І  елементарно обчислюється тепер за правилом перетворення 

коваріацій

що дає можливість закінчити розв’язання задачі оцінкою точності вектора g.

2. Результати оцінювання деяких фундаментальних постійних Землі

Запропонована методика була використана для спільного узгодження С2т, S 2m 

чотирьох моделей гравітаційного поля Землі. Зауважимо, що дві моделі були одержані з 
комбінації супутникових, альтиметричних і гравіметричних даних, JGM-3 [10] та EGM96
[4], а інших дві моделі є суто супутниковими рішеннями, GREM5-S1 [1] та EIGEN-1S [8]. 
При цьому остання модель EIGEN-1S була отримана з включенням 88 діб даних спостере
жень супутника CHAMP.

Перед врівноваженням були розв’язані додатково такі задачі:

1) Редукція гармонічних коефіцієнтів С2т (?), S 2m (t ) на єдину епоху 1997.

2) Масштабування С2т, S 2m до єдиних значень GM = 398600,4415 км3/с2 і 

а =  6378136,49 м.

3) Редукція зональних гармонік С20 до єдиної системи постійного припливу. Для 

переходу ВІД С2{) = С20, вільної від постійного припливу, до С20 в припливній системі 

нульової частоти використовували стандартну формулу

(9,а) 

(9,6)

(Ю)

У/

( 11)

С2о = С2о +3.1108-10 '8 -0.3/V5 . (12)



т -  кількість 

5ну систему з 
ацій розв’язу-

« ’ ̂ 2т •

за початкові

(9,а) 

(9,6) 

шмаючи тим 
і.

мо не тільки

У табл. 1 наведені результати врівноваження як гармонічних коефіцієнтів другого 

порядку Ajq, А22, В22 та положення її осі фігури x f , y f , так і коефіцієнтів С2т, S 2m 

система XYZ). Точність обчислень є = 10'2и була досягнута за три ітерації.

Таблиця 1
Результати врівноваження гармонічних коефіцієнтів другого порядку

(G M  =398600,4415 km3 / s 2 , а = 6378136,49 m )

Параметр Значення Параметр Значення

Л о 'Ю 6

Х1 

У,

А>2 ' іо 6 

fi22-106

-484,169354594 ±0,000008 

(0,0407 ±0,0038)'”

(0,3406 ± 0 ,0035 )' 

2,439288674 ±0,000010 

-1,400262630 ±0,000010

С20-Ю6 

С21-106 

5 21-106 

С22-106 

522 • 106

-484,169354593 ±0,000008 

-0 ,000168 ±0,000016 

0,001381 ±0,000014 

2,439288675 ±0,000010 

-1,400262629 ±0,000010

(Ю)

'к  вектора 

еретворення

(11)

2т ’ 2т
одержані з 

І та EGM96 
3EN-1S [8]. 
х спостере-

5 км3/с2 і

тливу. Для 

іій системі

(12)

У табл. 2 зведені результати обчислень деяких фундаментальних сталих Землі як 

планети на основі С2т, S 2m, взятих з табл. 1, та динамічного стиснення 

H D = 0,003273763447 ±0,0000000035, прийнятого згідно з роботою [6]. Отже, табл. 2 

містить геометричні і механічні параметри Землі на епоху 1997 року, а саме: геометричне 
полярне /  та екваторіальне f e стиснення, головні моменти інерції А, В , С , їх різниці, серед

ній момент інерції І т та параметри а, Д  у, шо входять у відомі динамічні рівняння Ейлера.

Таблиця 2

Результати визначення деяких фундаментальних сталих Землі на основі 
врівноважених С2т, S 2m з табл. 1 та H D = 0,003273763447 ± 0,0000000035 [6]

( G M  = 398600,4415 km3 / s 2 , а = 6378136,49 /я; Н D = ( -7 ,8 6 4 ± 0,270) • 10 -11 у г_1)

Параметр Значення

( С -  А) - \ 0 6 1086,266674 ±0,000023

( С - В ) - 106 1079,004505 ±0,000023

( 5 - ^ ) - 1 0 6 7,262169 ±0,000026

А 0,32961435 ±0,00000035

В 0,32962161 ±0,00000035

С 0,33070062 ±0,00000035

1т = (А + В  + С) / 3 0,32997886 ±0,00000035

а  = ( С - В ) / А (3273,5362 ± 0,0035) -10 '6

Р = ( С - А ) / В (3295,4959 ± 0,0035) • 10_6

у  = ( В - А ) / С (21,9600 ± 0,00008) -10"6

1 / / 298,56490 ±0,000008

1 / / . 9-1437,5 ±0,3
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Табл. З ілюструє положення головних осей інерції Землі та їх оцінку точності 

одержаних за врівноваженими С2т ’$2 т на фіксовану епоху 1997 р. Останні параметри були 

обчислені за методикою роботи [5], що забезпечує методологічно точний розв’язок такої 
задачі і, як наслідок, -  оцінку точності параметрів за правилом перетворення коваріацій.

Таблиця З

Сферичні координати (в градусах) головних осей інерції Землі 
та їх  оцінка точності згідно з врівноваженими C2m, S 2m (епоха 1997 р.)

Координати осі А Координати осі В Координати осі С
(р{А) М А ) <Р(В) M B ) (р(С) А(С)

-  0,0000355 345,07111 0,0000888 75,07111 89,9999044 276,84

± 0,0000008 ± 0,00008 ±0,0000008 ±0,00008 ±0,0000008 ±0,51

У табл. 4 наведені підсумовані геодезичні та астрономічні фундаментальні параметри 
Землі, дані на дві епохи, і представлені їх часові зміни через модель (рисунок) зміни

координат полюса запозиченої з роботи [6]. Слід зауважити, що вплив вікової варіації С20 в 

зональний коефіцієнт С20 призводить до прямого ефекту зміни параметрів з першої групи 

(“Супутникова геодезія”) табл. 4 і достатньо простого їх обчислення на задану епоху.

Таблиця 4

Система узгоджених фундаментальних геодезичних і астрономічних параметрів 

на інтервалі в 38 років ( GM  -  398600,4415 кп?  / s 2, 

а = 6378136,49 т\ C22(t) = const S 22(t) = const прийняті згідно з табл. 1)

Параметр:
Pft)

P(tl)
Епоха: tl = 1962

P(t2) 
Епоха: /2 = 2000

Різниця
P(t2)~P(tl)

Стандартне 
відхилення (7 для Р

1 2 3 4 5
Супутникова геодезія

с 20- ю 6 -484,169740 -484,169297 + 4,43-10_1° 0,8 -10 —11

С21-106 0,000020 -0,000175 і 40 ил О о 1,5 • 10~11

■S21-106 0,000741 0,001436 н- 6,95 -10—1° 1,4- 1 0 '11

(С - А ) 1 0 6 1086,267535 1086,266544 -0 ,9 9 0 -1 0 '9 2,2 -10-11

( С - Я ) Т О 6 1079,005366 1079,004376 -0 ,9 9 0 -1 0 -9 2 ,2 -10"11

( В - А ) - \ 0 6 7,262168 7,262168 -1 ,6 -1 0 45 2 ,5 -10-11

1 i f 298,256375 298,2565069 1,31 -10-4 0,8-10"5

1 / / . 91437,5 91437,5 1,8-10"5 0,3

Астрономія + Геодезія

H D 0,0032737662 0,0032737632 3,3 • 10_1° 3,5-10 -9

А 0,32961433378 0,32961433411 3,3-Ю 40 3,5-10 -7

В 0,32962159594 0,32962159627 3 ,3-Ю "10 3,5-10 -7

С 0,330700601311 0,330700600651 - 6 , 6 -Ю "10 3,5-10 "7
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5-Ю

-9

-7

-7

- 7
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Продовж ення табл. 4

1 2 3 4 5

І т 0,32997884368 0,32997884368 + 0 ,М 0 -12 3 ,5-10~7

( С - В ) !  А 3273,53896916 3273,53596130 - 3 ,0 - 1 0 '9 3,5-10 '9

( С -  А ) ! В 3295,49868170 3295,49567387 - 3 ,0 - 1 0 '9 3 ,5-10"9

(В -  А ) ! С 21,95994944 21,95994947 + 3 ,0-10"14 0 ,8 -Ю '10

Вікове та вікове + довгоперіодичне трактування руху головної осі С інерції 
щодо координат хр і ур середнього полюса

Для вивчення варіацій у часі параметрів другої групи (“Астрономія+Геодезія”) була 
використана додаткова умова на слід тензора інерції Землі І:

Тг(І ) = a  + b  + c  = 4 s a 20 2--н,

Використовуючи згідно з роботою [9] умову
Tr(I) = А  + В + С = const

та сп івв іднош ення

c  = S a 2j h d ,

[6] одержана така формула для вікової варіації динамічного стиснення Но '■

H D = b - H D( i - l H D) * £ p - H Da ~ H D) .
Аго • ^ 20

(13)

(14)

(15)

(15)
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Безпосереднє використання виразу (13) після елементарних перетворень дає простішу 

формулу для обчислення варіації H D параметр HD:

WD= - V (16)

що представляє, фактично, тотожне перетворення (15) та її використовували для вивчення 
варіацій в часі параметрів другої групи (табл. 4). Наприкінці слід зауважити, що динамічне 
стиснення як функцію часу можна записати за допомогою формули (13) у такій формі:

зУЇАцО) _  3 7 5 ^ ( 0
DvО г7— і—— ?

2л/5і420(О - 3 /П) 2л/5Л20(0 -Т га се (І ) 

де слід Тг(І) є прийнятим сталою величиною згідно з використаною умовою (14) і в такому 

трактуванні особливості зміни Н D(t) в часі повністю визначаються функцією A20(t), яку 

потрібно вивчати в системі координат головних осей інерції планети.
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