
коорліінат ( ° тл° жение р а ^ н и *  Д* ВДОл ь  ""ф .іп /ки н н  А В, т. е. при полярном угл е  а = 0°), и, стало  бить,

т 1 л = К Х +  ^ А Х > -  (4)

І.'ІКИМ образом, способ прямоугольньїх  координат фактически 
дшпіт К д в у х к РатномУ применению способа полярних коор-

В формуле (4 ) погрешность т а  х ар ак тер и зует  точность по- 
строения направлення АС  в  створе линии АВ.  В свою очередь 
В А точность, с которой з а д а н  створ АВ,  зависит от 

погрешностей определения опорньїх точек А и 
р  В ,  погрешностей визирования, центрирования и 

С Г ~ “ Г7-----Тд Г Пт 7 . случае ,  ко гда  построение направленийAi l ---- J J  А Г  П П  п е ш р с Ш Л е Н И И
У ЛС и СД  вн п олн яется  одним и тем ж е  инстру-

ментом, т а = т $ .  Т ак  к а к  погрешности построе­
ния направлений вообще и створннх в частности

Схема вьшоса точки способом прямоугольньїх коордп- 
А А  нат.

удобнее з а д а в а т ь  в .у гловой , а не в линейной мере, то определе- 
! ! ! 1 ! ! ГР0”ШНОСТИ винос а точки на местность способом створннх 
измерении на основе ф ормули  (4 ) п редставл яется  более естест- 
венним , чем определение ее другим и  п утями  [ 1, 3 ].

С учетом сказанного  нолучается , ,что формула д л я  ви чи сле­
нії л погрешности т.п д о л ж н а  в и гл яд ет ь  т ак :

4 «*  +  » ї , +  ^ Д у ». (5 )

Из формули (5 ) следует ,  что при определении погрешности 
вьіноса точки на местность способом прямоугольньїх  координат 
необходимо уч и ти вать  погрешность построения в заданном  
створе направлення линии, в конце которой строится перпен­
ди кул яр ,  проходящий через внносимую  точку, поскольку по­
строение направлення в  заданном  створе, к а к  и построение у г л а  
и отложение линии, не я в л яе т с я  безошибочньш.

о а б о т Г -  М Т Hp7nPbi:.Q7, BoUdi e e  Н■ Гп  ^  д р - Геадезические разбивочньїе 
М • Нелпя 1Q7fi І' п }  г  SnaKaJ OB и др• ін ж ен ерн ая геодезия. —
К)7п І  г  Л ев ч у к  Г. П. Курс ннженерной геодезии. — м. :Н едра
нпй г ‘ Равочиик ^е°Дезиста. — м .: Недра, 1975. 5. Справочник по инженер- 
і їкий  А°Дг Иіс  ~  Киев:Вища школа- 1978. 6. Суббот ин  И. Е., М азни -  
в ель ник, 1972 П ИНК Строителя по ннженерной геодезии. -  Киев : Буді-

С т а т ь я  п оступи ла 5 ф евр ал я  1980 г .

У Д К  528.14/16:683.3
А. А. ГОНЧАРОВ

УРАВНИВАНИЕ ТРИАНГУЛЯЦИИ  
ПАРАМЕТРИЧЕСКИМ МЕТОДОМ 

С ПОМОЩЬЮ ПОПРАВОК В НЕОБХОДИМЬІЕ УГЛЬІ

Д л я  сокращ ения обт>ема вичислений при уравнивании три- 
ангуляции 2, 3 и 4 кл ассо в  реком ен дуется  применять п арам ет- 
рический способ ур авн и ван и я  по у г л а м  [4 ] .  Более значитель- 
ного сокращ ения можно достигнуть , если применять зтот спо-

Схема триангуляционной сети.

соб уравни вани я , используя необходимьіе поправки в измерен- 
ньіе величини и типовне уравнен и я  поправок.

Рассмотрим  зтот прием уравн и ван и я  на типовой фигуре 
триангуляции , изображенной на рисунке. В данной сети изме- 
рено 20 углов. Д в а  пункта  А и В  — определяемьіе . С оставим  
уравнение поправок д л я  всех  измеренннх углов.

Д л я  центральной фигурьі І:

( а п)° =  а А\ ЇА — Ьа\ T]J/i ; (Ріі)° =  &А2 £а Н“ Ь А2 ' А̂ \

( т 1 1 )  0 =  а АІ %А +  Ь а 1 VjА —  СІА2 ~  ЬАЧ. ^ А  +

(аіг)0 = — аЛ2 £л Ьач ^а “Ь U ’> (Ріг)0 = а лз 5л +  Ьаз гіа +  /5;
( т і г ) °  =  —  &А2 І А  +  &А2 'ЦА ~  О.АЗ СА —  Ь АЗ Щ  +  /6 5 ( 1 )

( а із) 0 =  а АЗ Wa Ьаз гіА +  1-і", (Різ) 0 — CLa\ 5а +  Ьа\ V}A +  1& і 

(Тіз)° =  а лз  5л +  ЬАз ^а — cla\ £л — ЬАі +  /9 ;

( ї ^ г ) 0 — а А2 5л +  Ьа2 'ПА — #A£ ?А — Ь АВ ~ЧА— СІВА %В ~  ЬвА rtB +  4  о*

Д л я  центральной фигурьі I I :

( а 2])° =  — а вз?в  —  Ьвз'Цв +  l n ; (Р21)0 =  авч я.в +  Ьв2 'Чв +  А 2 J 

(т 21)° — а в з ^ в  +  Ьвз^В  — СІВЧ̂ В — ЬВ2 УВ +  /із?
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( a a,)o = - a B2t B -  ЬВ2 -цв +  /14; (Р22)° =  a fi4 ї в  +  +  /15;

( ї з з ) 0 =  «52 +  6*2 >?в -  а В4 — 6Л4 YjB + / 16 ; (2 )
Ю °  =  -  а В4 Г/в +  /17 ; (Р 23)0 =  а д з  ^  +  Ь ьг  ^  +  ^  .

(ї2з)° =  а В 4 їв  +  Ьва Уїв — авзїв — Ьв з 7)В +  /И);

( і  21) =  аВА Ів -J- Ьва ч\в +  а АВ ;л  +  bAB riA — а В2 ЇВ — ЬВ2 -у]*-}- /30;

/■ 3 " ЄЛ І а ) °’ ^ ° ’ ~  поправки в измеренньїе угль ї:  а  и 
^ ф ^ н т и  при п оправках  | и rj в приближенньїе коор- 

Л ш ати ,  Іг свободньїе члени уравнепий поправок
п у н Г в  Г Л ™  ПРибли- е« « ь іх  координат о п ределяем н х  
Ііунктов А и В  в  приведеннои фигуре примем в качестве  неза-

їсимьіх у г л и  a n ,  |3ц, а 21, |32і. Следовательно, поправки в зти 

дую щ иГобМраСзЧо м - ТЬ н езави с™ ЬІМИ и о з н а ч и м  их сле-

( а ц ) ° =  ( а н ) ;  ( Р и ) ° =  (ри ) ; ( а 21) '° =  ( а 21) ;  ($21) ° =  (р21) .

Теперь представим  поправки в  оставш иеся угльї через ви -  
б р ан и н е  незави сим и е поправки, используя при зтом  с а м н е  про- 
тьіе связи . Д л я  некоторнх поправок зти свя зи  легко  устан ав -  

ливаю тся  визуально  по сам о м у  ви д у  уравнений поправок и не- 
посредственно по фигуре. Д л я  центральной фигурьі І :

( ї й У  =  -  ( « „ )  -  Щ  +  %  ; ( « „ ) .  =  - - ( р и )  +  /4 ;

f l U 0 =  1 іп Т»~ s in  Pi. • s in  ,  s in  (Т„ +  Т,з)І• s in р„
S|n Ти • sin  « „  • s in а и  S i n t  „ . ' S i n e , ,

(уі2) °=  (|3и) (Ріг) + /в; (а із)° = —  ( (Зіг)0 + ̂ 7; (3)
( М 0= ~ ( а н )  + к .; ( у ,з )0=  ( М ° +  (сіп) +19;

( у  \0 . s in  f 12- sfn Pn  s in  7%1

s in  Y lt  • s in  а,! • s in  (яі 2+ § 2і )  1

1 — s i n (T u +  t /i2)-  s in Yi
sin Yu * s in  ( a 12+ p ai)J

_  s in ( Y21 - T 2̂, ) . s in  T/iq 

s in  Y2i * s in  (a12 +  p2l)

(Q ч / 5ІП ^ 2, Sin (Yl2- T ^ )  
a ) \sin y '2i * s in (a 21 -f- (312)

(P21) +  Ao-

Аналогичную систему уравнений поправок получим и д л я  
центральной фигурьі I I :

(Y21)° =  — (ct 21) — (р21) + /із; ( а 22)° = — (|321) +/14;

( М °  =  —П Ї22’ S lnP2l> Sitl ^  / \ , s i n(T2i +  T2g) - s i n P2g
sin  Т21 * s in  a 2 l . s i n c e ,/  п )  s in  у21 • s in  а 22 ^

10

(у22)° =  (|32і) — (р22)° +  /ю; ( а 2з ) ° =  — {$22)° +  Ііт,

(р 2з)°=  — (а 2і ) + / і8; ( ї 2з)°== (р22) +  ( а 2і ) +/19; (4) 

s in  y '13- s in  pn  • s in 7 2̂!

(Т '2 і)° = -Т
s in  Yu  • s in  an  • s in  (a12+ p 21) (аи) +

sin (Тіі +  Т^г)- s in  f g ,  _  s in f 21 ■ s in  Tl8 -  y ' 12

sin Yu ‘ s in  ( a 13 - f  p21) Фіь) s i n T 2r # ( a 2i + P i 2 )  ^  +

+
s in  ( t 21 Y^ t) Sin -Y' 12

. s in  Y2r S i n  (a12 +  p21)
—  1 (P21) +  4 0-

К а к  видно из систем уравнений поправок (3 ) ,  (4 ) ,  с а м и е  
сл о ж н н е  связи  возникаю т д л я  поправок в угльї, которьіе не 
прилегают к независимьім  у гл а м .  Зти  уравнения поправок на- 
ловем типовими и составим их по общим п равилам .

Применительно к  центральним  ф игурам І  и I I  д л я  углов 
|іі2, |322, не прилегающих к независимьш  у гл а м  an ,  6ц и а 2і В2і 
уравнения поправок вичислим по формуле

(Р/«г, п + і)°  =

/п +1 п + 1
s in  ( Y y * i  n s i l l^ y

і =2 / / = 1
п +1

Sin Y/ri f |  s in aKj
7  =  1

(Л аг, )

/ «+ 1  , л  + 1

s in  S  YA'1 J. f |  s in  p/cy

W = 1 / /=2
л + 1

Sin Y/ri f l  s in  a/fy 
y - 2

~ (p tfl) +  n+1, (5)

где  /с порядковий номер центральних систем, (/С =  І, I I , . . . ) ;  
я  — порядковий  номер типових уравнений поправок, ( я = 1, 2 ,’ 
З , . . . ) .

Ф о р м ула  (5) позволяет составить типовие уравнения попра­
вок  и д л я  многолучеви х  ж естки х  центральних систем.

О бщ ая формула составления типових уравнений поправок 
имеет вид д л я  углов  у 'К2:

(yV 2)° =  

+ 1 —

s in  y V 2- s in  s in  y V + 1,1 

Sin Y/ri Sin a/a s in  (a/(2+P /c+i.i

s in  (y/п -f Y V 2 ) • s in  y V + i, i

s in  Y/п- s in  (a -̂2 +  P * + u ) (P/ri) +
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Sin Y V+i.is in  ( t a -2 — T V 2) 
s in TA'+l.l s in  ('хл_+ і, і4_Рл'2)  ̂ Л" + 1,1̂  

s in  (ТЛГ+1.1 — TV+l.l) • s in l ' K2 
S in ^ - H , ,  s in  (ниН-'Рлг+іи) +  1кЛ <6 >

д л я  углов  Y/f+lj

, , , n s in Y'K2 Sin ft/g • Sin yV + 1.1
I f  Л”+1,1/ — . . __

Sin 7/a s in  aK1 s in  (aK2 +  Pa'+i.i)

_  s in (-f/a +  ч'ю) • s in Yk+ 1,1
s in  Y/fi sin (aK2 -f- rpK+ u ) “

_  s in t V , , i  s in (Yia ~  YV2)
sin Y/<■+!,! s in  (aK+hl +  p/f2j  +

+
sin (y/c+i.i — Y '/r+ i.ps in  y'/q 

. s in  Yлч-1,1 s in  (aK2 +  p/f+ u )  ~~ 1 (P/f+1,1) +  /лч-1,1. (7 )

П роанализировав  формульї (6 ) ,  (7 ) ,  отмечаем , что, ви чи с­
лив козффициентн при н езави си м н х  поправках , иапример по 
формуле ( 6) ,  легко^ найти козффициентн и по формуле (7 ) .

Ф о р м ули  (5 ) ,  (6 ) и (7) получаем , реш ая  первие д в а  у р а в ­
нения систем ( 1) и (2 ) относительно п арам етров  £ и ті и под- 
с т а в л я я  их значення в иском н е  поправки.

К а к  видно из систем уравнений поправок ( 3) ,  (4 ) ,  на прак- 
тике  необходимо вичислить козффициентн при незави си м н х  
ІЮП£ 1ВКаХ только в  тРех типових уравнениях , а остальнне 
козффициентн получаю тся просто и многие из них р авн и  ± 1. 
З ам ети м , что д л я  вьічисления козффициентов можно не знать  
длиньї сторон треугольников , к а к  при определении козффициен­
тов а  и b  в уравн ен и ях  поправок систем (1) и (2 ) .  В тако м  
сл уч ае  реш аю т целий р яд  треугольников , что в свою очередь 
требует  длительного времени при уравнивании. В зтом  приеме 
уравн и ван и я  козффициентн а  и b  не вьічисляют. Кроме того, 
общііе формульї составления типових уравнений поправок и 
козффициентов при неизвестннх по п р авках  можно без особого 
т р уд а  зап рограммировать .

Свободнне члени ї ї  уравнений поправок р авн и  разности 
н редварительних углов  и измеренних. Т а к  к а к  у г л н  an ,  рц и 
« 21, Р21 уч аство вал и  в  вьічислении п р едвари тельн н х  координат 
определ яем н х  пунктов, ТО ї ї  —12~ /ц =  /12= 0 .

Основние м ом енти  при уравнивани и  подобних триангуля- 
цпопинх сетей п р едставляю т в такой  последовательности:

1. По вибранньїм  незави сим н м  у г л а м  вьічисляют согласно 
формуле Юнга предварительньїе координати  оп редел яем н х  
пунктов.

2. І Іо координатам  определяю т дирекционньїе угль ї всех  
сторон.

12

3. Подсчитьівают козффициентн при независи м н х  поправ­
к а х  по рабочим ф ормулам  (3 ) ,  (4 ) .

4. Н а х о д ят  свободнне члени д л я  к а ж д о го  уравнения попра­
вок  к а к  (Лп—Л л) — аг, где  (Лп—Л л) — разность дирекционних 
углов , сторон, образую щ их угол  а*, Рі, у і .

5. С оставляю т нормальньїе уравнения и, реш ая их по схеме 
Г аусса ,  н ахо дят  н езави си м н е  поправки.

6 . Полученньїе значення н езави си м н х  поправок подставля- 
ют в уравнен и я  (3 ) ,  (4) и получаю т о стал ьн н е  поправки.

7. Н айденнне  поправки вв о д ят  в  измереннне у г л н  и по 
уравн ен н н м  у гл а м  вновь вьічисляют по ф ормулам  Юнга урав - 
ненньїе координ ати  определ яем н х  пунктов.

8 . По известннм  ф ормулам  производят контроль уравн и ва- 
ния и оценку точности положення о п ределяем нх  пунктов.

Рассм отрим  пример ур авн и ван и я  фигурьі, изображенной на 
рисунке. Исходньїе д ан н и е  представленной сети в з я т и  из ра- 
ботьі [ 1] .

Вьшолнив п ун кти  1, 2, 3, 4 указан ной  вьіше последователь­
ности ур авн и ван и я ,  используя формульї (3 ) ,  ( 4 ) ,  составим д л я  
данн ой  сети уравн ен и я  поправок в числерном виде:

( 1 ) ° =  — (2) — (3) + 2 ,3 ;
( 2 ) ° =  ( 2 ) ;

(3 ) ° =  (3 ) ;
( 4 ) ° =  1 ,8 2 2 (8 )— 1 ,1 9 9 (1 2 )+ 2 ,5 ;
( 5 ) ° = — (8 ) + 1 ,5 ;
(6 )°  =  — 0,822 (8 )  +  1 ,199(12) —2,8;
(7 )°  =  — (2) + 0 ,6 ;
( 8 ) ° =  ( 8 ) ;

(9 ) ° =  +  0,856 (2) - 0 , 7 2 0  (3) —0,626 (8 ) +  0,987 (12) —4,8;

(1 0 )°=  + 0 ,1 4 4 (2 )  + 0 ,7 2 0 ( 3 )—0,374 (8 )  —0 ,987 (12 ) + 2 ,6 ;

(1 1 )° =  +  1 ,139(3) — 1,343(2) + 4 ,3 ;
( 1 2 ) ° =  ( 1 2 ) ;

(1 3 )°  =  — (8) — (12) +  1,7;
(1 4 )° =  2 ,3 4 3 (2 )  — 1 ,1 3 9 (3 )— 7,5;

(1 5 ) --------°  ( 3 ) + 0 ;
(1 6 )° =  1 ,3 4 3 (2 )— 1 ,1 3 9 (3 )—5,9;

(17 )°  = — 1,343(2) + 2 ,1 3 9 (3 )  + 3 ,9 ;

(1 8 )° =  0 ,8 2 2 (8 )— 1 ,1 9 9 (1 2 )+ 2 ,7 ;

(19 )°  =  — (12) + 2 ,6 ;
(20 )°  =  — 0 ,8 2 8 (8 ) + 2 ,1 9 9 (1 2 )— 1,8.
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После виполнения п. 5 получаю т независимьіе  поправки*
(2 )  =  + 2 " ,  45 ; (3 ) =  —0", 75; ( 8) = 0 ;  (12) =  1",59.

Д а л с е ,  п одставляя  зти значення в  уравнения поправок, со­
с і  сівленньїе в  численном виде, н ах о д ят  остальньїе поправки:

( 1 ) ° = + 0 " 6 0 ;  ( 1 3 ) ° = + 0 " ,1 1 ;
( 4 ) ° = + 0 ,5 9
(5 ) ° =  +  1,50
(6)°  =  — 0,89
(7 )°  — — 1,85 
(9 )°  =  — 0,59

(1 0 )° =  + 0 ,84
(11)®=.’+  0,15

(14 )°  =  —0,90
(1 5 )°=  + 0 ,75
( 1 6 ) ° = — 1,76
(17 )°  =  —0,99
(1 8 )° =  + 0 ,79
(19)°== +  1,01
( 2 0 ) ° -  +  1,70.

Вьіполнив п. 7, вьічисляют ко о р д и н ата  определяемьіх  точек.. 
контроль ур авн и ван и я  производят по ф ормулам :

[L H] =  — [ VHS H' ] ; [L L - t i ]  =  [VV],

ГДЄ *Sh' — с ум м а  козффициентов нормального уравнения пол- 
счи ть іваем ая  к а к  разность  5 Н—LB= S H', [L L -n ]  =  [II] +  ГУнХ 
X-LhJ, і свободньїй член уравнения поправок; Ln — свобод- 
льш член нормального уравн ен и я ; Ун — поправка  независимого. 
пеизвестного, вь ічи сляем ая  из решения сх ем и  Г аусса :

[Ln]  = —23,9; [VV] =  + 32 ,8 ;
[ У А ' ] = 2 3 , 9 -  [ L L - n ]  =33 ,0 .
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Ю. П. ДЕЙНЕКА

о ІОРИЗОНТАЛЬНЬІХ НЕОДНОРОДНОСТЯХ ЗЕМЛИ

д M .J975 Г‘ интеРнаДиональная группа сейсмологов в составе-
Жім і Г Г  (.С Ш А )’ А ‘ ХеЙЛЗа (А в^ Р ^ и я )  и Е. Л зп ву д а  
( слпкобритания) предлож и ла  стандартную  сферически-сим-

метричную модель Земли [ 12] ,  необходимость введення кото- 
рой неоднократно о б су ж д а л а с ь  в  ли тературе  и более конкретно 
на XV А ссам блее  М Г Г С . Однако, к а к  пишет К. Е. Буллен  [ 1 ] ,  
«окон чательн ая  цель построения моделей Земли состоит в по- 
лучении зависимости б и д р уги х  физических п арам етров  от трех 
пространственньїх координат г, $  и X». Т аки м  образом, построе- 
иие сферически-несимметричних моделей Земли связан о  с ис- 
следованием  отклонєний, представляю щ их собой тонкие д етал и  
строения, от сферической симметрии Земли.

Основние р езул ьт а т и  исследований горизонтальних неодно- 
родностей Земли получени с помощью сейсмической информа- 
дии и д аи н и х  о ее внешнем гравитационном поле.

Н ачало  исследованиям  подобного рода положил У. К а ул а .  
И спользуя спутниковие наблю дения, он в своих первих  расче- 
т а х  [1 3 ]  определил м акси м а л ь н и е  вариации плотности земного 
вещ ества  в коре (0,02 г/см3) и в  верхней мантии (6 -Ю- 4 г/см3) .  
ГІозже У. К а у л а  заклю чил [1 4 ] ,  что горизонтальние неодно^ 
родности верхней мантии л е ж а т  в п р еделах  0 , 0 5 . . .  0,1 г/см3.

И сследования Е. В. Ш видерского [1 8 ] ,  К. Р. К оха  [15, 16], 
К. Р. Коха и Ф. Моррисона [17 ] базирую тся на представлений 
гравитациоиного поля Земли к а к  потенциала простого слоя, 
распределенного на поверхности план ети . Д л я  референц-зллип- 
соида со сж ати ем  в состоянии гидростатического равновесия 
вичисленн ая  [15 ] наибольш ая разность плотностей Аб в зкви- 
валентном поверхиостиом слое толщиной 10 м со ставляет  
260 г/см3, о ткуд а  в  самом  общем случае  при толщине ан о м ал ь­
ного слоя Я  = 1 0  км  Аб =  0,26 г/см3, а при Я = 1 0 0  км  Аб =  
=  0,026 г/см3.

М а кси м а л ьн и е  изменения плотности в 0,026 г/см3, по за-  
ключению К.  Р . Коха , явл яю тся  вполне приемлемими. В рабо- 
те [16 ] н ай дени  значення аномалий плотности после вичитания 
из геопотенциала потенциала уровенного зллипсоида «гидро- 
статической» Земли. В зтом  случае  д л я  неоднородностей плот­
ности поверхностного слоя толщиной 50 км  и верхней м а н ­
тии — 400 км  К. Р. Кох получил соответственно т ак и е  р езул ь ­
т а т и :  0,080 и 0,0096 г/см3.

Д ж .  А ркани -Х амед  [10 ] нашел значение горизонтальних 
неоднородностей плотности в предположении, что они суще- 
ствую т в пределах  ко р и  и мантии Земли. З ем л я  п р ед ста вл ял а сь  
шаром, а внешний гравитационний потенциал — первьши 
шестью порядкам и  сферических гармоник. Дополнительно 
Д ж .  А ркани -Х амед  привлек сейсмические д ан н и е  и применил 
полученную Ф. Берчем зкспериментальную  зависимость м е ж д у  
плотностью и скоростью продольних сейсмических воли. По его 
оценкам  горизонтальние вариации Дб в  земной коре имеют 
порядок 0,3 г/см3, в верхней мантии 0,1 г/см3, а в  нижней м ан ­
тии 0,04 г/см3. Плотностньїе вариации д л я  верхней мантии до- 
статочно хорошо согласую тся  с аномалиям и , полученньши 
У. Кауло.й в работе [1 4 ] .
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