
Ф о р м ула  (12) со вп адает  с формулой (6 ) и со гласуется  с 
формулой (5 ) ,  которая  получена иначе.

Гаким образом, на основании приведенньїх вьічислений, мьі 
вп р аве  заключить, что предложенньїе формульї ( 1) и (7 ) — ( 10) 
пригодньї д л я  практических вьічислений производньїх от анома- 
лий сильї т яж ести  по внешней нормали и р ади усу-вектору  к а к  
д л я  геоида, т а к  и д л я  топографической поверхности Земли. 
С вязь  названньїх  производньїх с вер ти кальн и м  градиентом сильї 
т яж ести  д а н а  в статье  [ 2 ] .
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С тать я  п оступ и ла II ап р ел я  1980 г.

У Д К  528.14/16

И. И. МОНИН

ТИПОВОЕ УСЛОВНОЕ УРАВНЕНИЕ 
В СЕТЯХ ЛИНЕЙНО-УГЛОВОЙ ТРИАНГУЛЯЦИИ

К а к  известио, в сетях  линейно-угловой триангуляции воз- 
никаю т условньїе уравнения , свойственньїе триангуляции и три­
латерации . К. А. Лапинг, К. Л . Проворов и Б. Н. Рабинович *, 
применяя теорему синусов к  треугольнику с измеренньїми угла -

ми и сторонами, составляли  условньїе 
уравнения , свойственньїе сети линей­
но-угловой триангуляции . Они получи- 
ли название синусних усло вн н х  у р а в ­
нений или уравнений сторон. Такне 
уравнения м огут  бить  представлен н  в 
логарифмическом и в нелогарифмиче- 
ском видах .

В зтой статье  составлеио условиое 
уравнение сети линейно-угловой три­
ангуляции иначе, чем в работах  упо- 
м ян у т н х  авторов. Оно отличаетея и 
по виду.

Д л я  составления типового уравнения (рисунок) введем  
обозначения: а ,  |3, у  — измереннне у г л и  в треугольнике; а, Ь,

- измереннне стороньї; ( а ) ,  (£ ) , ( у ) ,  ( а ) ,  (Ь) , (с) — по­
правки в измереннне у г л и  и стороньї, которие н ахо дят  из урав - 
нивания.

К вьіводу условного урав- 
нения.

1961.
* Р а б и н о в и ч  Б. Н. Практикум по вьісшей геодезии. — М. : Геодезиздат,
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При построении сети по длинам  сторон легко  установить 
количество условньїх уравнений в трилатерации. Все  измерен- 
иьіе у г л и  при зтом  б уд ут  избьіточними. Д л я  к а ж д о го  избиточ- 
иого у гл а  составим следую щ ее условие:

а +  (а )  = а о +  ( а 0) ,  ( 1)

где а 0 и ( а 0) — значение у гл а ,  вьічисленное по измеренним сто­
ронам в треугольнике, и попраква  в угол, найденная по поправ­
кам в длиньї сторон:

М  =  ~  ( О )  — cos То (Ь) — cos В0 (с )} .  (2)
а

Из уравнений (1) и (2) получаем типовое условиое у р а в ­
нение сети линейно-угловой триангуляции

7~ {(#) -  cos То ( b )  -  c o sp 0 (c)} -  (a )  -j- W l =  0 , (3)
ha

где W =  ао— а ;  h a — ви со та  треугольника , опущ енная на сторо­
ну а,  р "  — число секун д  в радиане.

Д л я  других  углов типовьіе условньїе уравнения запиш ем по 
аналогии:

7 -{ (& ) -  cos Y0 ( а )  — cos а0 (с)} — (Р) + № 3 = 0 : 
h b

у -  {(с) — cos а0 ( b ) — co s  Ро ( а )}  — (т )  +  W3 =  0 ,

Пример. И змереннне угль ї:  а  =  65°41'07"; (3 =  65о42 '40" ; у  =  
= 48°36/16//. И змереннне стороньї: а  = 24972,70 ж; 6 = 24977,79 м\ 
с  =  20557,11 м.

Ищем у г л и ,  вичисленньїе по формулам :
А2 І г 2 _  а 1

cos (7.0 =  0 ,41172008  =  — --------- ;
2 Ьс

Оґ -4- С“ —  b^cos Ро = 0,41134403 = ---- 1----------- ;
2 а с

cos Yo =  0 ,66121455  =
2 ah

По значенням косинусов углов  получим угль ї  ао =  65°4Г05" ,46; 
Ро= 65°42 '38",54 ; у0 =  48°36' 1 б",00.

Ищем свободньїе члени W і = ао—а = — І" ,54; 1^2=ро— Р = 
= — 1",46; W3= y o —7 =  0 .

Вьічисляем ви со ти  h a =  b  s in  70 =  с  s in  (Зо= 18737,38 м; Ні,
= a  s in  y d = c  s in  ао= 18733,57; h c =  b  s in  ao = a  s in  po =  22762,11.
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Условньїе уравнения запиш ем следующим образом :

1,100820[ ( а ) —0 ,41134403(c) —0,66121 4 5 5 (b ) ]  — (а )  +  1,54" =  0; 
1,101044[ (Ь ) —0 ,4 1 1 7 2 0 0 8 (c )—0,66121455 (а )  ] — ((3) — 1 ,46"= 0  ;

0,906177[ (с) —0,41172008(6 ) —0,4113443 ( а ) ] — (у ) = 0 .

Р еш ая  зти уравн ен ия  по м етоду наименьш их кв ад р ато в ,  по-і 
л уч аем  значення поправок в измеренньїе угль ї и стороньї:

( а )  =  — Г',362, (Р) =  — 1",343, (у )  =  —0",294,
( а )  = 0 ,378  дц , (Ь)  = 0 ,411 дц, (с )= 0 ,0 0 0 .

Окончательньїе значення углов  б удут :  а  =  65°4Г05//,638; (3 = 
=  65°42/38//,657; 7 =  48°36' 15",706. З

Д л я  контроля просуммируем  угль ї:  V  і — 180°00/00 " ,001.
<=і

Условньїе уравнения то ж е  удовлетворяю тся .
Т аки м  образом, имея данньїе измеренньїх сторон, вьічисляем 

угль ї в  треугольниках  ао, (Зо, уо н свободньїе членьї. З атем  опре- 
д ел яем  вьісотьі в треугольн и ках  и козффициентьі условньїх 
уравнений. Неизвестньїе поправки по размерности отличаются. 
Необходимо ввести веса .  При зтом важ н о , чтобьі козффициентьі 
в условньїх уравн ен иях  при п оправках  формально имели один 
порядок. В данном примере поправки в угльї дань ї в секундах , 
а поправки в длиньї сторон — в деци метрах . Веса получились 
равньїми єдинице, а козффициентьі при по пр авках  в угльї и сто­
роньї имеют примерно одинаковьій порядок. Д а л е е ,  реш ая ус ­
ловньїе уравнения по м етоду  наименьших кв ад р ато в ,  находим 
поправки в угльї и стороньї. Оценка точности вьш олняется обьіч- 
ньім способом. П редложенньїй прием составления условньїх 
уравнений п редставл яется  нам  наиболее естественньїм : он от- 
о б р а ж а ет  реальную  сущ ность линейно-угловой триангуляции.

С т а т ь я  п о ступ и ла  11 ап р еля  1980 г.

У Д К  528.024.1.06
П. В. ПАВЛИ В, П. И. ПНЕВСКИИ

ВЛИЯНИЕ ИЗМЕНЕНИЙ НАТЯЖЕНИЯ 
ИНВАРНЬІХ ПОЛОС НИВЕЛИРНЬІХ PEEK  

НА ЗНАЧЕНИЕ ДЛИНЬЇ ИХ СРЕДНЕГО МЕТРА

Известно [ 1 ] ,  что д л я  вьісокоточного нивелирования приме- 
няют штриховьіе инварньїе рейки, погрешности м етрових  интер- 
валов  и положення всех  штрихов шкальї которьіх при нивели- 
ровании в равнинньїх районах не должньї превьіш ать ± 0,10 мм 
и ± 0 ,0 5  мм при нивелировании в горньїх районах. Н атяжение 
инварньїх полос т аки х  реек  долж но со ставлять  20 ±1 кг. Кроме
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того, известно, что при изменении н атяж ен и я  меняетси длпн .1 
инварной полоси. Предел пропорциональности инвара а ШІ со 
с т а в л я е т  12 кг/мм2. Т а к  к а к  площ адь поперечного сечения ин 
варной полоси F  с учетом ее ширини, равной 25 мм , и толщи 
ни, равной 0,6 мм, со ставляет  15 м м 2, то предел иропорцио- 
нальности будет  12 к г -1 5  м м 2, т. е. 180 кг. В свою очередь, 
предел прочности древесиньї р а м и  рейки (ели) при сжатии 
вдоль волокон со ставляет  423 кг/см2. У ч и ти вая  ширину рейки 
(86  м м ) и толщину (40 м м ) получаем  предел прочности р ам и  
рейки, которий со ставл яет  16 666,2 кг. Следовательно, измене- 
ние сили н атяж ен и я  инварной полоси в пределах  нескольких 
десятко в  ки лограм м  не м о ж ет  ощутимо влиять  на измененис 
длиньї р а м и  рейки.

Рассмотрим  другой  асп ект  зтого воироса, т. е. степень влия- 
ния изменений длиньї р а м и  рейки на изменение сили  н а т я ж е ­
ния инварной полоси. У ч и ти вая  козффициент линейного рас- 
ширения древесиньї ели (вдоль волокон),  составляющий 
5 , 4 - 10~6, длину р а м и  рейки 3,0 м и изменение тем п ер ату р и  на 
10°, получаем Дір =  3 ,0 - 5 ,4 - 10~6- 10° С =  0,162 мм.

Изменение длиньї инварной полоси при той ж е  температуро 
соответственно составит Д/п =  3,0 м - 1 ,2 -10_6- 10° С =  0,048 мм.

С ледовательно, несоответствие в изменении длин р а м и  рей­
ки и инварной полоси будет  в тако м  случае  0,114 мм. З т у  р а з ­
ность тем п ер атурн и х  изменений длин р а м и  рейки и инварной 
полоси компенсирует пружина. К а к  показали  исследования, зто 
происходит за  счет изменения н атя ж ен и я  на д е с я т и е  доли кило- 
г р а м м а  и соответственно изменения длиньї инварной полоси 
на д е с я т и е  доли микрона, что находится д ал еко  за  пределами 
ощутимого влияния.

Известно [ 2 ] ,  что из-за .изменения сили  н атяж ен и я  АР  на
1 к г  один метр инварной полоси изменит свою длину на

д/„ =  ДР  +  — )  =  0,0043 мм.
V12 Р 3 EFJ

Здесь 5 = 1 ,0  м — длина полоси; Р  = 20 к г  — н атяж ен и е  ин­
варной полоси; F — 25 м м -0 ,6  м м = 1 5  мм2 — площ адь попереч­
ного сечения инварной полоси; 6 = 0,15 см2- 8 ,11 г/м3 =  1,22 г/ см - 
удельное натяж ен и е ; £ = 1,6 - 106 кг/м — м одуль  пружинистості! 
Юнга.

Ч тоби проверить полученние р езул ьта ти  расчета , нами бьиіо 
произведено зкспериментальное исследование изменения мої 
ровой длиньї инварной полоси при изменении ее сили  н атяж е  
ния на 1 кг. Д л я  зтого били прозталонировани д в е  инварньи 
рейки и одновременно измерена сила н атяж ен и я  их инварни 
полос. После чего сила н атяж ен и я  полос изменена на 13 и 
14 кг, и снова прозталонировани рейки.

Зталонирование производили на ком параторе  МИИГАнІ' і 
с зталоном № 541 при одной и той ж е  температуре . Р езультати  
измерений и вичислений приведеньї в таблице.

П


