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ВИЗНАЧЕННЯ ТЕНЗОРА ШВИДКОСТЕЙ  
ГОРИЗОНТАЛЬНИХ ДЕФОРМАЦІЙ В ЗАХІДНІЙ УКРАЇНІ 

Дані GNSS спостережень (CORS) із 37 станцій, розташованих у районі Західної України, оброблено 
за допомогою модуля Bernese Processing Engine (BPE) Бернського програмного забезпечення GNSS версії 
5.2 протягом періоду близько 2,5 року. Щоб досягти кращої згоди, вибрали станції IGS, найближчі до 
навколишнього району дослідження, із фіксованими координатами ITRF2008 в епоху 2005.0. Східна та 
північна складові швидкості спостережень GNSS із цих 37 постійних станцій, обчислені за результатами 
вимірювань GNSS, використано для побудови двовимірної моделі поля горизонтальних деформацій цієї 
місцевості. Це дослідження подано у трьох частинах. По-перше, проаналізовано два точних рішення для 
компонентів 2D тензора швидкостей деформацій, отриманих на геосфері на основі розв’язання власних 
величин – задачі власних векторів, ураховуючи симетричний тензор швидкості обертання. По-друге, на 
основі найпростіших і найкорисніших формул з першого етапу здійснено строге оцінювання точності 
компонентів 2D тензора швидкостей деформацій на основі правила поширення коваріацій. Нарешті, 
обчислено компоненти 2D тензора швидкості деформації, швидкості дилатації та компоненти тензора 
рівних швидкостей в області. Для описаної області побудовано модель тензора швидкості обертання і 
зроблено висновок, що область дослідження слід інтерпретувати як деформовану територію. На основі 
обчислень із GNSS моделі цих компонентів горизонтальних деформацій встановлено норми основних 
значень та швидкості основних осей деформації земної кори. Щоб бути послідовним, основні тектонічні 
утворення покажемо як фонову інтенсивність різних компонентів швидкостей, швидкість обертання та 
тензори швидкості деформації. Топографічні особливості регіону ґрунтувались на моделі SRTM-3 (місія 
із топографії Shuttle) вз роздільною здатністю 3″×3″. На перший погляд, найбільші значення отримано в 
районах, розташованих навколо Українських Карпат. Швидкість дилатації також має подібний розподіл. 
Однак, оскільки в роботі обчислено лише власні числа та власні вектори без оцінки точності, це може 
призвести до сумнівних висновків щодо інтерпретації результатів і потребує додаткового розв’язання 
суто математичної задачі. Потрібно знайти коваріаційну матрицю тензора деформації на підставі заданої 
коваріаційної матриці компонентів швидкості, отриманих програмним забезпеченням Bernese. Оскільки 
досліджуваний регіон дуже складний, то за одержаними результатами необхідне подальше ущільнення 
перманентних станцій GNSS. 

Ключові слова: тензор швидкостей горизонтальних деформацій; швидкість дилатації; тензор 
швидкостей максимального зсуву; оцінювання точності.  

 
Вступ 

Деформації земної поверхні відображають 
процеси глибинної динаміки Землі, які виникають 
унаслідок поступово-обертового руху планети в 
просторі. Їх класифікують і згідно із їх змінами в 
часі, так і за розподілом на різноманітні 
просторові зміщення. Зокрема, вони можуть бути 
віковими, періодичними та епізодичними, а крім 
того, розрізняють глобальні, регіональні та 
локальні деформації. Наші знання про рухи земної 
поверхні істотно залежать від їх природи та 
періоду визначення деформацій, отриманих за 
даними    різноманітних  вимірів  [Minster,   Jordan, 

1978; DeMets, et al., 1990; DeMets, et al., 1994; 
England, Molnar, 1997; Kreemer, 2000; Crespi, et al., 
2000; Bird, 2003, та ін.]. Традиційним підходом у 
дослідженні деформацій земної поверхні є вив-
чення горизонтальних та вертикальної складових 
поля деформацій на основі технологій супутни-
кової геодезії, що забезпечило можливість моні-
торингу і вивчення тривимірного поля деформацій 
за допомогою таких сучасних методів: VLBI (Very 
Long Baseline Interferometers) − радіоінтерфе-
рометрії із наддовгою базою; SLR (Satellite Laser 
Ranging) − лазерної локації супутників; DORIS 
(Doppler Orbitography and Radio-positioning 
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Integrated by Satellite) − допплерівської орбіто-
графії; GNSS (Global Navigation Satellite System) − 
глобальних позиційних систем та InSAR 
(Interferometric Synthetic Aperture Radar). Розвиток 
цих технологій неможливий без точного 
визначення і реалізації земної системи координат 
для вивчення деформації земної поверхні, що 
відображено, наприклад, у IERS Conventions 2010 
[Petit, Luzum, 2010]. Із перелічених методів саме 
GNSS технології відіграють головну роль у 
вивченні деформації земної поверхні за рахунок їх 
мобільності та точності. Для розв’язування такої 
задачі в регіоні Західної України є достатньо 
щільна мережа GNSS станцій. 

Проблема, що обговорюється, належить до 
фундаментальних проблем сучасної геодинаміки і 
пов’язана із дослідженням просторово-часової 
зміни деформаційних полів і сучасних рухів земної 
кори та їхніх особливостей, зумовлених текто-
нічними причинами, аналізуванням багаторічних 
GNSS спостережень у різних регіонах світу. Отже, 
планується широке застосування експерименталь-
ного вивчення деформацій із використанням 
новітніх GNSS технологій та деформаційного 
моніторингу в геофізичних процесах. Визначення 
деформацій земної поверхні, яких щорічно 
стосується дуже велика кількість наукових праць, 
традиційно ґрунтується на математичному апараті, 
який має тензорну природу. В результаті виконання 
таких робіт уможливлюється обчислення 2D 
[Marchenko, et al., 2010] і 3D [Marchenko, 2003] 
тензора швидкостей деформацій зі строгою 
оцінкою точності [Marchenko, 2003], аналізування 
поля деформацій, побудови математичної моделі  

тектонічно активних розломних зон. Таке вивчення 
деформаційних процесів за допомогою GNSS 
спостережень приводить до уточнення відомих 
тектонічних плит.  

Як буде показано нижче, необхідною умовою 
для аналізу змін земної поверхні є знаходження 
часткових похідних векторних функцій поля 
швидкостей деформацій. В ідеальному випадку ці 
функції повинні бути заданими неперервно у 
просторово-часовій області, однак цього не 
досягають геодезичними вимірами, природа яких 
дискретна як у просторі, так і в часі. Оскільки 
сучасні рухи земної поверхні визначаються 
насамперед через геодезичні виміри, то і їхня 
природа дискретна. З цієї причини неперервну в 
просторі й часі необхідну інформацію потрібно 
оцінювати, апроксимуючи невідомі функції за 
відомим дискретним розподілом, а це проблема, 
яка не має єдиного розв’язку і вирішується, як 
правило, або методом скінченних елементів, або 
методом середньої квадратичної колокації 
[Julliette, et al., 2006].  

Отже, у розділах 2–4 зосередимось на аналізі 
вихідних даних, виборі відомих точних формул 
для обчислення компонент 2D тензора 
швидкостей деформацій на основі розв’язування 
задачі на власні числа та власні вектори. Подано 
згідно з [Marchenko, et al., 2010] строгу оцінку 
точності компонент 2D тензора швидкостей 
деформацій на підставі правила перетворення 
коваріацій та виконано обчислення компонент 2D 
тензора швидкостей деформацій, швидкості 
дилатації та тензора швидкостей максимального 
зсуву для регіону Західної України. 

 

 
 

Рис. 1. Розподіл 26 станцій GNSS та топографічні висоти за моделлю STRM-3, м 
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Рис. 2. Східна компонента VE поля лінійних швидкостей  
у системі ITRF2008 на епоху 2005.0, мм/рік 

 
 

 
 

Рис. 3. Північна компонента VN поля лінійних швидкостей  
у системі ITRF2008 на епоху 2005.0, мм/рік 
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Тензор швидкості деформацій і тензор 
швидкості обертання 

Зупинимось тепер на загальних рівняннях 
визначення тензорів горизонтальних швидкостей 
деформацій і обертання на поверхні сферичної 
Землі за геодезичними та іншими даними. 
Вважатимемо, що для кожної станції нам відома 
така інформація: вектори прямокутних координат 
( jx , jy , jz ) і відповідних швидкостей ( j

xV , j
yV , 

j
zV ) руху геодезичних пунктів у системі ITRF. 

Перехід до геоцентричних координат ( jϕ , jλ ,  R) 
виконується добре відомим способом, а до від-
повідних компонент швидкостей ( j

NV , j
EV , j

rV ) − 
за таким правилом 

NEU  = ⋅ xyzϕ λV R V ,                     (1) 

де матрицю повороту  ϕ λR  переходу від гло-
бальної правої до топоцентричної лівої системи 
координат NEU із напрямом осей “Північ–Схід–
Верх” легко отримати в формі 

 

sin cos sin sin cos
sin cos 0

cos cos cos sin sin

− − 
 = − 
 
 

ϕ λ

ϕ λ ϕ λ ϕ
λ λ

ϕ λ ϕ λ ϕ
R ,      (2) 

T
NEU ,   ,    =  

j j j
rN EV V VV , 

T
,   ,    =  

j j j
xyz x y zV V VV .(3) 

Тепер, якщо припустити, що досліджувані де-
формації є нескінченно малими, відповідний тензор 
другого ступеня можна адитивно розкладати на 
нескінченно малий тензор ijε  швидкості деформацій 

і тензор швидкості обертання ijω  (завихреності). 
Згідно із Hains, Holt (1993) поле горизон-

тальної швидкості деформацій може бути інвер-
товано, якщо відома функція ( )Ω r  вектора обер-
тання, яка відображає безперервне горизонтальне 
поле швидкості на сфері: 

[ ]( )= ×% %Rv Ω r r ,                          (4) 

де R – радіус Землі; r  – одиничний радіальний 
вектор. Рівняння (4) має вирішальне значення у 
теорії Hains, Holt (1993) і дає змогу однозначно 
визначити горизонтальне поле швидкості на сфері. 
Отже, компоненти тензора швидкості деформацій 
[Haines, Holt, 1993; Kreemer, 2000] для 2D-
простору мають таку форму: 

 

 

 

( ) ( ) ,
cos cos

( ) ( ) ,

1 ( ) ( ) .
2 cos

∂ ∂
= + = 

∂ ∂ 
∂ ∂ = − + = − ∂ ∂ 
 ∂ ∂
= − ∂ ∂   

% % % %&

% %& % %

% % %& %

r

r

V
R

V
R

λ λ

ϕ ϕ

ϕ λ

ε
ϕ λ ϕ λ

ε
ϕ ϕ

ε
ϕ ϕ λ

n Ω r n Ω r

Ω r Ω re e

Ω r e Ω rn

        (5) 

де rV  – швидкість у радіальному напрямку;  
( )%Ω r  – векторна функція обертання вибраної 

тектонічної плити, що розглядається як тверде тіло. 

Розглянемо дві точки ( , , )= R ϕ λr  і 

0 0 0( , , )= R ϕ λr  на сферичній Землі радіуса R із 
локальними напрямками ( , , )% % %n e r  і 0 0 0( , , )% % %n e r  на 
північ, схід і по вертикалі вверх:  

[ ]sin cos ,  sin sin ,  cos= − −% ϕ λ ϕ λ ϕn ,         (6) 

[ ]sin ,  cos ,  0= −% λ λe ,                         (7) 

[ ]cos cos ,  cos sin ,  sin=% ϕ λ ϕ λ ϕr .           (8) 
Формули (6)–(8) дають явні вирази для одиничних 
векторів ( , , )% % %n e r  у північному, східному та 
вертикальному напрямах. У першому наближенні 
лінійну швидкість v  у точці r  можна виразити 
через тензор швидкостей деформацій ( )∇v r , запи-
саний за допомогою оператора Гамільтона ∇  
(Ward, 1998): 

0 0 0( ) ( ) ( ) ( )= + − ∇v r v r r r v r .               (9) 
Якщо виконується припущення, що рухи 

відбуваються у дотичній до сфери площині за 
відомого зв’язку між лінійною та кутовою швид-
костями 

( )= ×v Ω r r ,                                 (10) 
то, з урахуванням (10), вираз (9) просто 
трансформується до співвідношення 

[ ]0 0 0 0 0( ) ( ) ( )= × + − ⋅ ∇ ×v Ω r r r r Ω r r .     (11) 
Перший член (11) описує обертання навкруги 

полюса 0( )Ω r , тензор [ ]0 0( )∇ ×Ω r r  легко розді-
ляється на тензор 0( )VS r  швидкостей деформацій 
і додатковий тензор обертання 0( )VR r . Зрозуміло, 
якщо ( ) const=Ω r , то 0( ) 0∇ =Ω r  і тензори 

0( )VS r  та 0( )VR r  не визначаються. Для переходу 
від тривимірного простору до двовимірного − 
поверхні сфери достатньо обмежити залежність 

( )Ω r  двома координатами  
( ) ( , )= ϕ λΩ r Ω ,                         (12) 

тобто кутова швидкість є функцією лише 
сферичних координат. Тоді тензори 0( )VS r  швид-
костей деформацій і обертання 0( )VR r  набувають 
форми (6) і (7), якщо вектор швидкості 

[ ]T,= N EV Vv  є композицією північної та східної 
компонент.  

Нижче знехтуємо складовою rV  швидкості в 
радіальному напрямку і можемо на основі відомих 
швидкостей у вершинах полігона, суміщених із 
геодезичними станціями, виконати оцінювання 

тензора деформацій. Нехай вектор 
T

,    
 

j j
N EV V  

являє собою або швидкості, або їх остаточні 
значення (наприклад, − після видалення впливу 
загальноприйнятої моделі NUVEL−1A) в j  
геодезичних пунктах у північному та східному 
напрямах топоцентричної системи координат. За 
припущення, що невідомі параметри можна 
розглядати як нескінченно малі величини, такий 



Геодезія 
 

 9 

підхід дає змогу просто отримати елементи симет-
ричного тензора VS  швидкостей деформацій: 

1
2

1
2

 ∂ ∂ ∂
+  ∂ ∂ ∂    = =   ∂ ∂ ∂   + ∂ ∂ ∂   

& &
& &

N N E

V
N E E

V V V

V V V
ϕϕ ϕλ

ϕλ λλ

ε εϕ λ ϕ
ε ε

λ ϕ λ

S , (13) 

й антисиметричного тензора − градієнта VR  
швидкостей 

10
2 0 1

1 01 0
2

 ∂ ∂
−  ∂ ∂    = =    −∂ ∂   − ∂ ∂   

&

N E

V
N E

V V

V V

λ ϕ
ω

λ ϕ

R ,  (14) 

де &ω  – швидкість обертання області, яку вва-
жаємо твердим тілом. Очевидно, що швидкість 
обертання тут прийнята як функція сферичних 
координат. Тоді тензор швидкості деформації VS  і 
тензор швидкості обертання VR  задаються фор-
мулами (13) і (14), якщо вектор швидкості 

[ ]T,= N EV Vv  складається із північних і східних 
компонентів. 

Крім того, пружні властивості тектонічної 
пластини можна моделювати через просторові 
похідні функції ( )%Ω r , які дорівнюють нулю у (5) 
для таких ділянок, які розташовані на одній 
пластині, що приводить до обов’язкового її визна-
чення. Всі геодезичні та геологічні дані потре-
бують попереднього опрацювання та прогнозу у 
вузли вибраної рівномірної сітки для визначення 
похідних, які входять у формули (5)–(14). Крім 
того, твердість тектонічної плити може моделю-
ватися через просторові похідні від функції ( )%Ω r , 
які дорівнюють нулю у (5) для таких регіонів, що 
лежать на тій самій плиті й мають ту саму 
функцію ( )%Ω r  або полюс Ейлера. Тобто будь-яка 
область, для якої ( ) const=%Ω r , трактується як 
регіон, що не деформується.  

Розв’язування задачі на власні числа і власні 
вектори та оцінювання точності 

Тепер виконаємо аналіз відомих версій задачі 
знаходження власних чисел і власних векторів 
симетричного тензора − градієнта VS  поданого 
виразом (13), щоб вибрати оптимальні формули 
для подальшої оцінки точності. За відомим 
визначенням інваріанти матриці можна просто 
обчислити за допомогою таких формул 

1 Trace( ) 2= = + =& & &VI ϕϕ λλε ε χS ,          (15) 
2

2 Det( )= = −& & &VI ϕϕ λλ ϕλε ε εS ,                (16) 
і використати для розв’язання характеристичного 
рівняння 

2
1 2 0Λ − Λ + =I I .                        (17) 

Після знаходження інваріантів 1I  і 2I  власні 
значення матриці (5) або корені 1 2Λ > Λ  від-

повідного квадратного рівняння (17) набувають 
такої форми 

1
1 / 2

2
+

Λ = = +&I υ χ υ ,  1
2 / 2

2
−

Λ = = −&I υ χ υ ,  (18) 

де 1 2= Λ − Λυ  − різниця коренів рівняння (17) або 
так звана швидкість максимального зсуву, яку 
визначають на основі інваріантів (15) і (16) і 
відповідних елементів тензора швидкості дефор-
мацій. Підставивши 1Λ  і 2Λ  у рівняння для 

1 2= −Λ Λυ , отримуємо 
2 2 2
1 24 ( ) 4= − = − +& & &I I ϕϕ λλ ϕλυ ε ε ε .      (19) 

Очевидно, що дві головні осі – це такі на-
прямки тензора швидкості деформацій, які 
характеризують максимальну і мінімальну осі, що 
відповідають розширенню 1Λ  і стисканню 2Λ  
деякої вибраної певної області дослідження і 
можуть бути знайдені на основі відомих значень 

1Λ  і 2Λ . Зазвичай проблему власного вектора 
вирішують у цифровій формі. 

Проте обговоримо й інший підхід. Відтепер 
власні значення (18), які відповідають певним 
векторам, можна знайти разом з напрямками 
власних векторів у замкнутій формі, що необхідно 
для подальшої оцінки точності всіх складових 
задачі на власні значення – власні вектори. Для 
цього нагадаємо спочатку, що головні осі нашого 
тензора (13) збігаються із основними напрямками 
так званого тензор-девіатора, який визначається 
не тільки симетричними властивостями тензора 
швидкості деформацій (13), але і нульовим слідом 
Trace( )VS . Наприклад, серед інших типів тензо-
рів-девіаторів, які вже вивчено із погляду 
виведення аналітичних розв’язків задачі на власні 
значення – власні вектори, є тензор інерції Землі й 
добре відомий із місії GOCE тензор гравітаційного 
градієнта [див., наприклад, Moritz, Muller, 1987; 
Marchenko, Schwintzer, 2003; Marchenko, 2003; 
Marchenko, et al., 2016]. Підходячи до відпо-
відного перетворення тензора (13) через 
Trace( )VS  до девіатора VD , його легко знайти: 

Trace( )
2

= + V
V V

SS D , 

Trace( )
2

= − = − &V
V V V χ

SD S S ,              (20) 

що забезпечує шукану матрицю – девіатор VD :  
21

22
− 

=  − 

& & &
& & &V

ϕϕ λλ ϕλ

ϕλ λλ ϕϕ

ε ε ε
ε ε ε

D .          (21) 

Розв’язок задачі на власні числа і власні 
вектори для девіатора (21) дуже простий, оскільки 
інваріанти набувають таких значень 

1 Trace( ) 0= =Vi D ,  
2 2

2 Det( ) ( ) / 4 = = − − + & & &Vi ϕϕ λλ ϕλε ε εD ,        (22) 
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що уможливлює розв’язання відповідного квад-
ратного рівняння і знаходження як його коренів, 
так і відновлених коренів вихідного рівняння (17): 

2
2 0+ =iλ ,    

1 2 2

2
( ) / 4 / 2


= ± − + = ±


& & &ϕϕ λλ ϕλ

λ
ε ε ε υ

λ
,        (23) 

1 1

2 2

/ 2
/ 2

Λ    
= + = +   Λ −  

& &λ υ
χ χ

λ υ
.               (24) 

Формули (20)–(24) матимуть найважливіше 
практичне значення після об’єднання усіх 
наведених перетворень для приведення тензора 

VS у таку форму     

1 2

2 1

1
2

− 
=  + 

& & &
& & &V

χ γ γ
γ χ γ

S ,               (25) 

де прийнято такі позначення 
( ) / 2= +& & &ϕϕ λλχ ε ε ,      1 = −& & &λλ ϕϕγ ε ε ,   

 2 2=& &ϕλγ ε ,                              (26) 
для швидкості середнього розширення (стис-
нення) поверхні регіону &χ  або швидкості ди-
латації та компонент 1&γ  і 2&γ  загальної швидкості 
зсуву &γ  досліджуваного району. Зрозуміло, що 
швидкість &γ  просто визначити на основі ком-
понент 1&γ  і 2&γ :   

2 2
1 2= +& & &γ γ γ .                       (27) 

Отже, серед співвідношень (5), (20) і (25) 
останнє подання тензора VS  стає особливо важ-
ливим, оскільки дає змогу отримати розв’язок 
характеристичного рівняння (17) для тензора (25) 
у найзручнішій формі 

1

2

( ) / 2
( ) / 2

Λ = + 
Λ = − 

& &
& &

χ γ
χ γ

.                     (28) 

Іноді для вивчення поля деформацій вико-
ристовують так званий максимальний зсув 

1 2= Λ − Λυ  [Vaníček et al., 2008] як інваріантну 
характеристику у вигляді (19). Неважко отримати 
на основі (28), що = &υ γ  і зауважити, що ці 
поняття алгебраїчно ідентичні у випадку тензора 
деформацій, який розглядається у двовимірному 
просторі. 

Розглянемо тепер, як знайти положення 
власних векторів. Оскільки власні значення 1Λ  і 

2Λ  тензора (5) або (25) відповідають власним 
векторам 1Λ  і 2Λ , то останні можна знайти як 
нетривіальний розв’язок однорідної (сингулярної) 
системи алгебраїчних рівнянь 

( ) 0− Λ ⋅ =V j jS I Λ .                  (29) 

де I  − (2×2) – одинична матриця. Розглянемо 
матрицю системи (29) у векторній формі 

1 1 2 2,    − Λ = − Λ − Λ V j j jS I s e s e ,           (30) 

де кожний допоміжний вектор is  представляє i-й 
стовпчик матриці VS : 

1
1

2

1
2

− 
=  

 

& &
&

χ γ
γ

s ,              2
2

1

1
2

 
=  + 

&
& &
γ

χ γ
s ,          (31) 

а 1e  і 2e  − одиничні вектори прийнятої гори-
зонтальної локальної системи координат.  

Отже, система лінійних рівнянь (29) забезпечує 
такі дві умови ортогональності 

( ,   ) 0, ( 1,2)− Λ = =i j i j is e Λ ,    
( const=j ).                                   (32) 

Отже, кожний власний вектор jΛ  буде нор-
мальним до такої площини, в якій розміщені всі 
допоміжні вектори − Λi j is e  для кожного фіксо-
ваного const=j . Трансформація матриці 

− ΛV jS I  у систему головних осей  ( 1Λ , 2Λ ) при-
водить до співвідношення  

1

2

0

0

Λ − Λ 
− Λ ⇒   Λ − Λ 

j
V j

j
S I ,    

rank( ) 1− Λ =V jS I  де 1 2Λ > Λ ,     (33) 
для кожного j=1, 2.  

Результат (33) відображає такий факт: існує 
лише один лінійно незалежний вектор на множині 

− Λi j is e  за кожного фіксованого j=1, 2. Отже, 

отримаємо власний вектор jΛ  як векторний 
добуток відповідних лінійно незалежних векторів 

− Λi j is e . Найефективніший і найпростіший 
розв’язок можна сформувати за аналогією із три-
вимірним випадком [Marchenko, 2003], обчис-
ливши такий векторний добуток 

1 1 2 2( ) ( )= − Λ × − Λj j jZ s e s e ,               (34) 
якій після стандартної нормалізації кожного 
вектора jZ  набуде такої форми 

/ ( , )=j j j jΛ Z Z Z ,                          (35) 

для визначення кожного власного вектора jΛ , 
якщо j=1, 2. Перетворення (34) дає змогу подати 
ненормований власний вектор у простому вигляді 

2= + Λ + Λj j jZ P s e ,                      (36) 
де прийнято такі позначення 

1 2= ×P s s ,   1 2= +s s s ,   [ ]T
1 2 1  1= + =e e e .  (37) 

Отже, отримані рівняння (35)–(37) дають стро-
гий розв’язок задачі. Однак для тензора дефор-
мацій, що вивчається на сфері у 2D просторі, 
існують значно простіші залежності, які умож-
ливлюють повне оцінювання точності власних 
значень і положень головних осей на основі 
відомого тензора деформацій і його коваріаційної 
матриці. Зазначимо тому, що власні значення 1Λ  і 

2Λ  тензора (5) або (25) набувають у цьому 
випадку змісту швидкостей головних деформацій, 
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які відповідають векторам швидкостей найбіль-
шого 1Λ  (розширення) і найменшого 2Λ  (стис-
нення) у двох головних напрямах. В цьому 
випадку головні вектори характерні тим, що саме 
ці напрями вільні від деформацій зсуву. Азимут 

1α  першої головної осі 1Λ  легко обчислити за 
формулою (38), а азимут 2α  другого головного 
напряму 2Λ  − визначити з умови, що головні осі 
перпендикулярні одна до одної 

2
1

1

1 arctan
2

 
=  

 

&
&

γα
γ

,         2 1 / 2= +α α π .       (38) 

Тоді азимут 1 / 4= +β α π  напряму найбільшо-
го зсуву відповідає бісектрисі кута між векторами 
найбільшого 1Λ  і найменшого 2Λ  розширення 
(стиснення). Співвідношення (38) разом із роз-
в’язком (25)–(28) задачі на власні числа дають 
змогу перейти до строгого оцінювання точності 
знайдених параметрів.  

Оцінювання точності задачі  
на власні числа і власні вектори 

Незважаючи на важливість отриманих резуль-
татів щодо вивчення деформації земної поверхні, 
автори не знайшли в літературі, крім робіт 
[Marchenko, 2003; Marchenko et al., 2010], повного 
оцінювання точності розв’язку задачі на власні 
числа і власні вектори. Тому для повного аналізу 
проблеми зупинимось на зазначеному вище 
розв’язку строгого оцінювання точності задачі на 
власні числа та власні вектори. 

Згідно із [Marchenko, 2003; Marchenko, et al., 
2010] формули для оцінки точності задачі на 
власні числа і власні вектори достатньо просто 
отримати, якщо вихідною інформацією  вибрано 
вектор  

T
,  ,   =  & & &e e eϕϕ λλ ϕλT ,                  (39) 

разом із відомою коваріаційною матрицею TTC , 
яку визначають, будуючи поле горизонтальних 
швидкостей і компонент тензора деформацій на 
сфері. Враховуючи, що основною функціо-
нальною залежністю для обчислення власних 
чисел стають співвідношення (28), які ґрун-
туються на векторі  

[ ]T
1 2,  ,  ( ) / 2,   ,   2= = + −& & &χ γ γt  

TT
1 2,  ,  ( ) / 2,   ,   2 = = + − & & & & & & & &e e e e eϕϕ λλ λλ ϕϕ ϕλχ γ γ ,         (40) 
поданому тут за допомогою (26), виникає 
додаткова задача попереднього оцінювання 
точності компонент вектора t . 

Починаючи з цієї задачі, використовуватимемо 
правило перетворення коваріацій, для якого у 
випадку (41) необхідно знайти матрицю часткових 
похідних від компонент вектора t  за компо-
нентами вихідного вектора T . В результаті про-

цедури диференціювання знаходимо (3×3) − 
матрицю часткових похідних 

1/ 2 1/ 2 0
1 1 0

0 0 2

 
∂  = − ∂  

 

t
T

,                  (41) 

що дає можливість визначити повну коваріаційну 
матрицю ttC  вектора t  (40), застосувавши 
правило перетворення коваріацій 

T

tt TT
∂ ∂ =  ∂ ∂ 
t tC C
T T

.                   (42) 

Перед оцінюванням точності вектора власних 
чисел 

[ ]T
1 2,   = Λ Λλ ,                          (43)  

згадаємо, що кожне власне число можна подати 
залежністю від двох параметрів − швидкості 
дилатації &χ  і швидкості загального зсуву 

2 2 1/ 2
1 2( )= +& & &γ γ γ . Оскільки оцінку точності дила-

тації &χ  та компонент зсуву обчислюють на основі 
(42), то дисперсію var( )&γ  параметра &γ  знайдемо у 
такій формі 

T T

tt TTvar( ) ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

& & & && γ γ γ γγ t tC C
t t t T t T

,  

1 20,   ,    ∂
=  ∂  

& &&
& &

γ γγ
γ γt

.                    (44) 

Після диференціювання вектора (43) знахо-
димо (2×3) − матрицю часткових похідних від 
вектора λ  власних чисел за компонентами 
вектора t   (40) і повну коваріаційну матрицю λλC  
власних чисел тензора горизонтальних дефор-
мацій на геосфері 

1 2

1 2

1
2 2 2
1
2 2 2

 
 ∂  =

∂  − − 
 

& &
& &
& &
& &

γ γ
γ γ
γ γ
γ γ

λ
t

,   

T T

tt TT
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

λλ
λ λ λ t λ tC C C
t t t T t T

.     (45) 

Задача оцінювання точності положень голов-
них осей фактично зводиться до визначення точ-
ності азимутів (38), які відповідають двом 
головним напрямам швидкостей найбільшого 
(розширення) 1Λ  і найменшого (стиснення) 2Λ  
регіону. Застосовуючи правило перетворення 
коваріацій до першого зі співвідношень (38), 
отримаємо  

1 1 20
2 2

 ∂
= − ∂  

& &
& &

α γ γ
γ γt

,     

T T
1 1 1 1

1 tt TTvar( ) ∂ ∂ ∂ ∂   = =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
α α α αα C C
t t t T t T

 

T T
1 1 1 1

1 tt TT
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂   = =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
α α α αt tC C
t t t T t T

,   (46) 
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дисперсію азимута першого головного напряму. 
Неважко показати, що дисперсії азимута 2α  
другої головної осі й азимута β  напряму най-
більшого зсуву збігатимуться, оскільки збігаються 
часткові похідні від цих трьох параметрів.    

Визначення тензора швидкостей деформацій  
в регіоні Західної України 

Як вихідну інформацію застосовуємо східну 
(рис. 2) і північну (рис. 3) лінійні швидкості, 
знайдені на основі безперервних GNSS спо-
стережень 37 станцій CORS, розташованих у 
районі Західної України і обчислених за допо-
могою модуля Bernese Processing Engine (BPE) 
Bernese GNSS Software версії 5.2 за період близько 
2.5 року. Для кращої відповідності додатково 
використано станції IGS, найближчі до околу 
місця дослідження і зафіксовані координатами 
ITRF2008 в епоху 2005.0. Тому ці швидкості, 
також пов’язані із системою ITRF2008 (епоха 
2005.0), є основним джерелом нашої інформації. 
На основі  формул (13) визначено елементи  &λ λε , 

 &ϕ ϕε  і  &ϕ λε  тензора швидкостей деформацій.  
Компоненту &ω  тензора швидкості обертання (14) 
подано на рис. 4.  

Компоненти  &λ λε ,  &ϕ ϕε  і  &ϕ λε  тензора швид-
кості деформацій обчислено безпосередньо чис-

ловим диференціюванням в одиницях  [µstrain/yr = 
= 10–6/year]. Тоді за формулами (24)–(27) можна 
обчислити швидкості дилатації &χ  та компоненти 

1&γ  і 2&γ  тензора – девіатора швидкості мак-
симального зсуву &γ  досліджуваного району. Зро-
зуміло, що максимальні та мінімальні власні чис-
ла 1Λ  і 2Λ  можна визначити за формулою (28). 

Отже, ці компоненти тензора швидкості дефор-
мацій та компонента &ω  тензора швидкості обер-
тання розраховано на підставі (13) та (14) відпо-
відно. Нехтуючи параметрами λλε  & , ϕϕε  & , λϕε  & , 

подамо лише значення ω& , що ілюструє рис. 4. 
Рис. 5 демонструє швидкість дилатації &χ  у 

локальній системі NEU (ITRF2008) та ілюструє 
розширення і стиснення в області відповідно. Рис. 
6 відображає швидкість вектора &γ  максимального 
зсуву разом із напрямками головних деформацій, 
які відповідають головним деформаціям регіону 

1Λ  (розширення) і 2Λ  (стиснення). Щоб бути 
послідовними, основні тектонічні утворення ми 
показали на всіх рис. 2–6 як фонову інтенсивність 
різних компонентів швидкості, тензорів швидкості 
обертання та швидкості деформації. Топографічні 
особливості регіону ґрунтувались на моделі 
SRTM-3 (Shuttle Radar Topography Mission) із 
роздільною здатністю 3″×3″. 

 
 

Рис. 4. Головна компонента ω&  тензора  
швидкості обертання, 10–6/рік 
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Рис. 5. Швидкість дилатації  [µstrain/yr], що ґрунтується  
на напрямах головних деформацій, які відповідають  

розширенню 1Λ  і стисненню 2Λ  
 

 
 

Рис. 6. Швидкості максимального зсуву [µstrain/year];  
напрями головних деформацій (↔) 1Λ  (розширення)  

і (→←) 2Λ  (стиснення) регіону 
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Висновки 

1. Спостереження із 37 станцій GNSS, 
розташованих у Західній Україні, оброблено за 
допомогою програми Bernese GNSS версії 5.2 
протягом приблизно 2,5 року. Тобто розраховано 
координати і швидкості 37 станцій GNSS. Ці 
результати використано для побудови 2D-моделі 
горизонтальних деформацій у західній частині 
України, ураховуючи частину Карпатських гір. 

2. Після згущення обчислено цифрову модель 
лінійних горизонтальних швидкостей рухів земної 
кори для території Західної України на регулярній 
сітці. Проаналізовано два відомі методи 
аналітичного розв’язування задачі на власні 
значення – власні вектори для тензора швидкості 
двовимірної деформації, а також проілюстровано 
їх ідентичність. Найпростіші формули вибрано 
для подальшого використання в розрахунках і 
строгої оцінки точності.  

3. Для кращого розуміння основні тектонічні 
утворення показано як фонову інтенсивність 
різних компонентів швидкості, тензора швидкості 
обертання та тензора швидкості деформації. 
Топографічні особливості регіону ґрунтувались на 
моделі SRTM-3 із високою роздільною здатністю 
3″×3″ (рис. 1). Побудовано модель тензора 
швидкості обертань &ω  для регіону Західної 
України, яка дає підстави для таких висновків. Ос-
кільки твердість тектонічної плити моделюється 
через просторові похідні від лінійної швидкості, 
які дорівнюють нулю для таких регіонів, що 
лежать на одній плиті (мають однакову швид-
кість), то будь-яка область, для якої умова 0=&ω  
виконується (лінійна швидкість = const), 
трактується як регіон, що не деформується. Для 
Західної України ця умова не виконується 0≠&ω  і 
доходимо висновку, що зазначена територія 
інтерпретується як регіон, який деформується. 

4. На основі обчислених із GPS-даних моделі 
компонент горизонтальних деформацій знайдено 
швидкості головних значень і швидкості головних 
осей деформацій земної кори. На перший погляд, 
зауважимо, що найбільші значення максимального 
зсуву у районах, розташованих навколо Українсь-
ких Карпат. Швидкість дилатації має схожий 
розподіл. 

5. Однак у цій роботі розглянуто лише проб-
лему власних значень – власних векторів без 
оцінки точності, що може привести до сумнівних 
висновків щодо інтерпретації та вимагає 
додаткового розв’язання суто математичної задачі. 
Коваріаційна матриця тензора швидкості дефор-
мації повинна бути знайдена на основі кова-
ріаційної матриці компонентів швидкості, отри-
маної програмним забезпеченням Bernese. Цю 
задачу опущено в статті через її можливий 
подальший розвиток. Фактично, область дослі-
дження дуже складна і стосовно руху земної кори, 

і за її структурою, що потребує подальшого 
згущення мережі перманентних станцій GNSS.  

Подяка. Вдячні двом анонімним рецензентам 
за їхні проникливі коментарі, які сприяли кра-
щому поданню цих результатів та висловити щиру 
подяку Редактору за увагу до цього дослідження. 
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DETERMINATION OF THE HORIZONTAL STRAIN RATES TENSOR IN WESTERN UKRAINE 

Doppler Orbitography and Radio-positioning Integrated by Satellite (CORS) observations from 37 Global 
Navigation Satellite System (GNSS) stations located in the Western Ukraine area were processed using Bernese 
Processing Engine module (BPE) of Bernese GNSS Software version 5.2 for a time span of about 2.5 years. To 
get a better agreement for constrains, the IGS stations closest to the surrounding area of study were chosen with 
fixed coordinates of ITRF2008 at epoch 2005.0. Eastern and Northern components of velocities of GNSS 
observations from these 37 permanent stations, calculated from GNSS measurements, were used to construct a 
2D model of horizontal strain rates field for the area. This study is presented in three parts. Firstly, two exact 
solutions for the components of the 2D strain rate tensor derived on the geosphere based on solving the 
eigenvalues – eigenvectors problem were analyzed, including skew symmetric rotational rate tensor. Secondly, 
based on the most simple and useful formulas from the first stage, a rigorous estimation of the accuracy of 
components of the 2D strain rate tensor were obtained based on the covariance propagation rule. Finally, the 
components of the 2D strain rate tensor, dilatation rate and components of the sheer rate tensor in the region 
were computed. A model of the rotation rate tensor was constructed for the described area, which led to the 
conclusion that the region of study should be interpreted as a deformed territory. Based on the computations 
from the GNSS-data model of components of horizontal deformations, the rates of principal values and rates of 
principal axes of the Earth’s crust deformation were found. To be consistent, the main tectonic formations are 
shown as the background intensity of different components of velocities, the rotation rate and strain rate tensors. 
Topographic features of the region were based on the SRTM-3 model (Shuttle Radar Topography Mission) with 
resolution 3″×3″. At the first sight, the maximum sheer rates have greatest values in the areas located around the 
Ukrainian Carpathians. The dilatation rate has also a similar distribution. Nevertheless, because in the paper only 
eigenvalue – eigenvector problem without accuracy estimation has been considered, which possibly leads to 
doubtful conclusions regarding interpretation and requires an additional solution of a purely mathematical 
problem. The full covariance matrix of the strain rate tensor should be found based on given full covariance 
matrix of the velocity components obtained by Bernese software. As a matter of fact, the study region is very 
complex in terms of crustal movements, which, according to the results obtained, require further densification of 
permanent GNSS stations. 

Key words: horizontal velocity; strain rate tensor; dilatation rate; maximum sheer rate tensor; accuracy 
estimation; skew symmetric rotational rate tensor. 
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