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Використання багатообмоткових або багатофазних синхронних машин дає змогу 
покращити електромагнітну сумісність з джерелом живлення, забезпечити кращу 
роботу у випадку несправностей в окремих каналах живлення, покращити якість 
електромагнітного моменту в системах з напівпровідниковими перетворювачами. Фор-
мування магнітного потоку в синхронних машинах з гібридним збудженням відбуваєть-
ся за допомогою постійних магнітів та обмотки збудження. Такі машини поєднують 
переваги синхронних машин з постійними магнітами з можливістю регулювання маг-
нітного потоку. Таке регулювання потрібне в електроприводах для розширення діапазо-
ну регулювання швидкості, а також в  генераторах для забезпечення кращої стабілізації 
напруги та компенсації реакції якоря в умовах зміни швидкості та навантаження. 

Для проведення досліджень та синтезу систем керування багатообмотковими 
синхронними машинами, зокрема машинами з постійними магнітами, в системах 
генерування і споживання електроенергії часто використовують спрощені моделі в 
прямокутних системах координат. Такі моделі забезпечують високу швидкодію розра-
хунку, однак не дають змоги моделювати всі режими роботи, зокрема несиметричних, з 
різними схемами з’єднань обмоток. 

Пропонується нова математична модель багатообмоткової синхронної машини з 
гібридним збудження, створена з використанням методу середніх напруг на кроці чи-
сельного інтегрування, що забезпечує високу числову стійкість розрахунку та 
швидкодію. Модель синхронної машини розроблено у фазних координатах, що збільшує
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 можливості моделювання, зокрема несиметричних режимів роботи та багатоканальних 
режимів з різним способом під’єднання навантажень до обмоток. Подання розрахун-
кової моделі у формі багатополюсника полегшує її використання для моделювання 
складних електромеханічних систем. 

Адекватність моделі підтверджено шляхом порівняння результатів моделювання з 
результатами фізичного експерименту з використанням двообмоткової синхронної 
машини з гібридним збудженням. 

Ключові слова: багатообмоткова синхронна машина, гібридне збудження, матема-
тичне моделювання. 

 
Вступ. Аналіз останніх досліджень 

Синхронні машини з постійними магнітами широко використовуються в системах генеруван-
ня та споживання електроенергії завдяки відомим перевагам: простої конструкції, високим значен-
ням моменту та енергоефективності. Водночас в багатьох застосуваннях, в яких швидкість син-
хронних машин значно змінюється, необхідним є регулювання магнітного потоку. Зокрема, в 
електроприводах для збільшення швидкості необхідно послаблювати магнітний потік. У гене-
раторах для забезпечення кращої стабілізації напруги та компенсації реакції якоря в умовах зміни 
швидкості та навантаження теж необхідне регулювання магнітного потоку [1, 2]. Цікавим і 
перспективним є використання синхронних машин з постійним збудженням, в яких поряд з постій-
ними магнітами використовується обмотка збудження [3−6]. Отож з’являється додатковий канал 
керування синхронною машиною, що розширює її можливості [5, 6]. 

Використання багатообмоткових або багатофазних синхронних машин дає змогу покращити 
електромагнітну сумісність з джерелом живлення, забезпечити кращу роботу у випадку несправ-
ностей в окремих каналах живлення, покращити якість електромагнітного моменту в системах з 
напівпровідниковими перетворювачами [8, 9]. Використання багатообмоткових синхронних машин 
з гібридним збудженням є перспективним напрямом досліджень. Проведення таких досліджень 
потребує створення відповідних математичних моделей, зокрема з причини відсутності їх в стан-
дартних бібліотеках популярних засобів комп’ютерного симулювання (зокрема, Matlab/Simulink). 
Потрібно зазначити, що часто для проведення досліджень та синтезу систем керування вико-
ристовують спрощені моделі в прямокутних системах координат [9]. Такі моделі забезпечують 
високу швидкодію розрахунку, однак не дають змоги моделювати всі режими роботи, зокрема 
несиметричних, з різними схемами з’єднань обмоток. У праці [10] показано застосування методу 
середніх напруг на кроці чисельного інтегрування (СНКІ) [11] для створення швидкодіючої real-
time моделі генераторної установки з класичним трифазним синхронним генератором з елек-
тромагнітним збудженням для тестування систем збудження. Застосування методу СНКІ дає змогу 
забезпечити високу повноту моделювання електричних машин у фазних координатах з врахуван-
ням нелінійностей, а з іншого боку − високу швидкодію розрахунку та числову стійкість. 

Отже, актуальною є задача створення математичної моделі багатообмоткової синхронної 
машини з гібридним збудженням з високою швидкодією розрахунку для аналізу всіх можливих 
режимів роботи, зокрема несиметричних та аварійних, а також синтезу систем керування.  

 
Об’єкт дослідження 

Об’єктом дослідження є математичне моделювання синхронної машини з кількома 
трифазними обмотками на статорі, збудження якої реалізується гібридним способом: за допомогою 
обмотки збудження та завдяки постійним магнітам.  

 
 Математична модель багатообмоткової синхронної машини 

Для створення математичної моделі багатообмоткової синхронної машини з гібридним 
збудженням використано метод середніх напруг на кроці чисельного інтегрування [11]. 
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У публікаціях [10, 12] описано використання зазначеного методу для створення матема-
тичної моделі класичної синхронної машини з електромагнітним збудженням та однією трифазною 
обмоткою на статорі. У цій статті пропонується модифікувати зазначену модель для багатообмот-
кової синхронної машини (містить n трифазних обмоток на статорі), збудження якої реалізується 
гібридним способом: за допомогою обмотки збудження та завдяки постійним магнітам. Розрахун-
кову схему такої  машини у вигляді багатополюсника наведено на рис. 1. Зазначимо, що обмотки 
статора моделюються у фазних координатах, а демпферна обмотка представляється короткозамк-
неними вітками: по осі d та по осі q відповідно. 

 

 
Рис. 1. Розрахункова схема СМ 

 
Застосувавши метод СНКІ 2-го порядку до електричної вітки, якою представлена на 

розрахунковій схемі фаза А 1-ої обмотки статора (рис. 1), отримаємо рівняння: 

( ) A10 A10 A11А1
A1 A1 A10 A10 A11

diR R tU R i i i 0
3 6 dt t

ψ −ψ∆
− + − − + =

∆
,                         (1) 

де 
t t0

А1 А1
t0

1U u dt
t

+∆

=
∆ ∫ – середнє на кроці чисельного інтегрування значення прикладеної до вітки 

напруги (uA1 – миттєве значення прикладеної до вітки напруги);  ψА10, ψА11 –  значення 



Математична модель багатообмоткової синхронної машини з гібридним збудженням 

 65 

потокозчеплення фази на початку та в кінці кроку чисельного інтегрування (тут і надалі індекс 0 в 
кінці позначає значення змінної на початку кроку, а індекс 1 позначає значення змінної в кінці 
кроку); іА10, іА11 –  струм вітки на початку та в кінці кроку чисельного інтегрування. Подібні 
рівняння можна записати і для інших віток розрахункової схеми. 

Потокозчеплення фази в рівнянні (1) визначається на основі струмів всіх фаз і обмоток СМ 
(зокрема, демпферних), власних та взаємних індуктивностей та потокозчеплення від постійних 
магнітів: 

A1 A1A1 A1 A1B1 B1 A1C1 C1 A1A2 A2 A1B2 B2 A1C2 C2L i L i L i L i L i L i ...ψ = + + + + + +  

A1An An A1Bn Bn A1Cn Cn A1f f A1D D A1Q Q pmA1... L i L i L i L i L i L i+ + + + + + +ψ ,     (2) 

де ψpmA1 = ψpmaxcos(γ) – складова потокозчеплення від постійних магнітів; γ – кут повороту ротора (в 
електричних градусах). Зазначимо, що у рівняннях для кіл статора потокозчеплення, створене 
постійними магнітами, представляється у фазних координатах. Подібний підхід використовується, 
зокрема, в працях [13, 14]. Подібними будуть рівняння потокозчеплень інших фаз і обмоток.  

Введемо такі позначення: ( )T
ee A1 B1 C1 A2 B2 C2 An Bn Cn fi i ,i ,i ,i ,i ,i ,...,i ,i ,i ,i=
r

 – вектор-стовпець 

струмів зовнішніх контурів; ( )T
ii D Qi i ,i=
r

 – вектор-стовпець струмів внутрішніх контурів 

(демпферна система); ( )TI
A1 B1 C1 A2 B2 C2 An Bn Cn f, , , , , ,..., , , ,ϕ = ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

r
, 

( )TII
A1 B1 C1 A2 B2 C2 An Bn Cn f' , ' , ' , ' , ' , ' ,..., ' , ' , ' , 'ϕ = ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

r
 – вектори-стовпці електричних  

потенціалів зовнішніх полюсів; ( )T
ee A1 B1 C1 A2 B2 C2 An Bn Cn f, , , , , ,..., , , ,Ψ = ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

r
 

T
ii D Q( , )Ψ = ψ ψ

r
 − вектори-стовпці потокозчеплень зовнішніх та внутрішніх контурів; 

( )ee A1 B1 C1 A2 B2 C2 An Bn Cn fR diag r , r , r , r , r , r ,..., r , r , r , r=
(

 − діагональна матриця опорів обмоток статора 

і обмотки збудження; ( )QDii r,rdiagR =
(

 − діагональна матриця опорів демпферних обмоток. 

Тоді з врахуванням рівняння (1) запишемо векторне рівняння для зовнішніх контурів 
(обмоток статора і збудження)  

( )
t t t t0 0

I II ee ee ee ee0
ee ee0 ee0 ee1 ee1 ee0

t t0 0

R R R t di1 1 1dt dt R i i i 0
t t 3 3 6 dt t

+∆ +∆ ∆
ϕ − ϕ − + − − − ψ −ψ =

∆ ∆ ∆∫ ∫
r( ( (r r r(r r r r

.     (3) 

Для внутрішніх контурів ротора (демпферної системи) векторне рівняння матиме вигляд: 

( )ii0ii ii ii
ii ii0 ii0 ii1 ii1 ii0

diR R R t 1R i i i 0
3 3 6 dt t

∆
− + + + ψ −ψ =

∆

r( ( (r r r( r r .                 (4) 

Індекс 0 позначає значення вектора на початку кроку чисельного інтегрування, а індекс 1 − 
значення вектора в кінці кроку. 

Зміна потокозчеплень зовнішніх контурів синхронної машини на кроці буде рівна: 

ee1 ee0 ee1 ee1 ei1 ii1 pme1 ee0 ee0 ei0 ii0 pme0L i L i L i L iψ −ψ = ⋅ + ⋅ +ψ − ⋅ − ⋅ −ψ
r r r r( ( ( (r r r r

,              (5) 

де eeL
r

− матриця розмірністю (3n + 1) × (3n + 1) власних та взаємних індуктивностей обмоток 
статора і збудження, в якій діагональними елементами є власні індуктивності обмоток статора і 
обмотки збудження, а всі інші – взаємні індуктивності між цими обмотками (ці індуктивності 
розраховують за відомими електромагнітними параметрами синхронної машини та кутом повороту 
ротора); ieei L,L

rr
− матриці взаємних індуктивностей між зовнішніми і внутрішніми контурами; 

( )QQDDii L,LdiagL =
(

 – матриця власних індуктивностей внутрішніх контурів (демпферної обмотки 
ротора); вектор потокозчеплення постійних магнітів, заданий у фазних координатах зовнішніх 
контурів (фаз обмоток статора і обмотки збудження): 
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pme p max p max p max

p max 1 p max 1 p max 1

T
p max n p max n p max n p max

[ cos( ), cos( ), cos( ),

              cos( ), cos( ), cos( ),...

              ... cos( ), cos( ), cos( ), ]

ψ = ψ γ ψ γ−ρ ψ γ+ρ

ψ γ−α ψ γ−α −ρ ψ γ−α +ρ

ψ γ−α ψ γ−α −ρ ψ γ−α +ρ ψ

r

.        (6) 

α1…α1n – кут зміщення у просторі між обмотками статора.  
Зміна на кроці потокозчеплення постійних магнітів у фазних координатах буде зумовлена 

зміною кута повороту ротора на кроці. 
Зміна потокозчеплень внутрішніх контурів синхронної машини на кроці буде рівна: 

0ee0ie0iiii1ee1ie1iiii0ii1ii iLiLiLiL
r(r(r(r(rr

⋅−⋅−⋅+⋅=ψ−ψ .                                  (7) 
Підставивши в рівняння (3), (4) прирости потокозчеплень з виразів (5), (7), отримаємо 

рівняння: 
t t t t0 0

I II ee ee1 ee ee0
ee ee0 ee1 ee0

t t0 0

R L R t L1 1dt dt R i i i
t t 3 t 3 t

+∆ +∆    ∆
ψ − ψ − − + + + −   

∆ ∆ ∆ ∆   
∫ ∫

( ( ( (r r r(r r   

      ( )ee ee0
ei1 ii1 ei0 ii0 pme1 pme0

R t di 1 1 1L i L i 0
6 dt t t t

∆
− − + − ψ −ψ =

∆ ∆ ∆

r( r r( ( r r ,                     (8) 

ii0ii ii ii ii ii
ii ii0 ii0 ii1 ie1 ee1 ie0 ee0

diR L R L R t 1 1R i i i L i L i 0
3 t 3 t 6 dt t t

    ∆
− + + + + + − =   

∆ ∆ ∆ ∆   

r( ( ( ( (r r r r r( ( (
.                 (9) 

Визначивши з рівняння (9) вектор струму внутрішніх контурів в кінці кроку ii1i
r
та 

підставивши його в рівняння (8), отримаємо: 

0EiRdt
t

1dt
t

1
1ee

tt

t

II
tt

t

I
0

0

0

0

=−−ϕ
∆

−ϕ
∆ ∫∫

∆+∆+ r(rr ,                     (10) 

де 2
1ei1ie1*

1ii
*

1ee t
LLRRR

∆
−= −

(((((
, * ii ii

ii
R LR
3 t

 
= + ∆ 

( ((
 − матриця крокових опорів внутрішніх контурів,; 

* ee ee0
ee0

R LR
3 t

 
= + 

∆ 

( ((
, * ee ee1

ee1
R LR

3 t
 

= + 
∆ 

( ((
 − матриці крокових опорів зовнішніх контурів на початку та в  

кінці кроку,   
* 1 * 1

*ee ee0 ei1 ii ii0 ei1 ii ie0ii
ee ee0 ee02

R t di L R di L R LR tE R R i
6 dt t 6 dt t

− − ∆ ∆
= − + − + −  ∆ ∆ 

r r( ( ( ( ( (( rr ( (

( )* 1
ei0 ei1 ei1 ii1 ii ii0 pme1 pme0
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r( ( ( ( ( r r  − крокова електрорушійна сила, яка 

визначається значення змінних на початку кроку, а також приростом на кроці потокозчеплення 
постійних магнітів у координатах фаз обмоток статора. 

Рівняння (10) є алгебричним рівнянням, з якого визначаємо струми обмоток статора і 
збудження в кінці кроку інтегрування. Вхідною інформацією для цього є значення струмів обмоток 
на початку кроку ( 0eei

r
та 0iii

r
), середні значення потенціалів зовнішніх полюсів на кроці та 

електромагнітні параметри обмоток синхронної машини. Струми демпферної обмотки в кінці кроку 

ii1i
r
визначаємо з рівняння (9). 
Швидкість обертання та кут повороту ротора визначаємо з рівнянь механічного стану: 

nM Md
dt J

+ω
= ,                                                                     (11) 

0
d p
dt
γ

= ω ,      (12) 
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де Mn – зовнішній момент, прикладений до вала синхронної машини; M – електромагнітний момент 
синхронної машини; J – момент інерції ротора. 

Векторне рівняння синхронної машини у формі багатополюсника отримаємо з рівняння (10):   

0Cdt
t
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t
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0

0
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∆

+ ∫
∆+ (r(r

,     (13) 
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членів. 
Зовнішнє інтегральне векторне рівняння (12), внутрішнє рівняння (9) та рівняння механічного 

стану (11) формують математичну модель синхронної машини. 
 

Верифікація математичної модель багатообмоткової синхронної машини 
 Верифікація описаної математичної моделі була проведена за допомогою фізичного 

експерименту, в якому було використано синхронний генератор з двома обмотками на статора, обмот-
кою збудження та невеликими постійними магнітами на роторі (функція постійних магнітів − забезпе-
чення надійного самозбудження). Схема експериментальної установки подана на рис. 2. Живлення 
обмотки збудження ОЗСМ здійснюється від однієї з обмоток статора за схемою самозбудження через 
діодний випрямляч. Обмотка статора, від якої здійснюється збудження, знаходиться під кутом α = 900 
щодо основної обмотки, до якої під’єднано навантаження. Додатково в силове коло генератора введено 
контур з опором RК. Така схема генератора забезпечує компенсацію реакції якоря і дає змогу з достат-
ньою точністю стабілізувати напругу генератора при зміні навантаження. Параметри синхронної ма-
шини: номінальна потужність Pn = 2 kW, номінальна напруга і струм Un = 220 В, Іn = 11 A, кількість пар 
полюсів р0 = 1.  

Порівняння результатів експерименту та математичного моделювання проводилося для режимів 
початкового збудження генератора на неробочому ході та зміни (накиду та скидання) активно-індук-
тивного навантаження. Ці режими характеризуються значним діапазоном зміни основних координат. 

 

 
 

Рис. 2. Схема експериментальної установки 
 
Порівняння результатів моделювання з результатами експерименту дає підстави 

стверджувати про збіг характеру зміни основних координат. Зокрема: 
• в обох випадках є початкова напруга в статорі СМ за відсутності струму збудження, зумов-

лена дією постійних магнітів (різниця між її величинами на експериментальній і розрахо-
ваній осцилограмах приблизно 7 %);  
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• в обох випадках помітне незначне перерегулювання напруги генератора у процесі само-
збудження (різниця між його величиною на експериментальній і розрахованій осцилограмах 
приблизно 5 %); 

• подібний процес зміни напруги під час накидання та скидання навантаження. 
 

 

 

 
 

a       б 

Рис. 3. Напруга (крива 1) та струм статора (крива 2) генератора в режимах початкового збудження на 
неробочому ході та зміні навантаження: а – експериментально знята осцилограма (масштаб для напруги  

100 В/под., для струму 10 A/под.), б – результати моделювання. 
 
Отже, можна стверджувати про адекватність розробленої моделі. 
 

Висновки та перспективи подальших досліджень 
Представлення математичної моделі багатообмоткової синхронної машини у фазних 

координатах, порівняно з координатами обертовими, збільшує можливості моделювання, зокрема 
несиметричних режимів роботи та багатоканальних режимів з різним способом під’єднання наван-
тажень до обмоток. Подання розрахункової моделі у формі багатополюсника полегшує її викорис-
тання для моделювання складних електромеханічних систем.  

Використання методу середніх напруг на кроці чисельного інтегрування для створення 
математичної моделі дає змогу використати відомі переваги цього методу, зокрема забезпечити 
високу числову стійкість розрахунку та швидкодію. 

Порівняння результатів моделювання з результатами фізичного експерименту підтвердило 
адекватність розробленої моделі. 

Надалі планується використовувати розроблену модель для розробки електромеханічних 
систем з покращеною електромагнітною та електромеханічною сумісністю, зумовленою викорис-
танням різних схем з’єднанням обмоток та різних схем їх живлення. 
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MATHEMATICAL MODEL OF A MULTI-WINDING  

SYNCHRONOUS MACHINE WITH HYBRID EXCITATION 
 

©  Kutsyk A. S., Pinchuk Yu. М.,  Lishchuk А. S., 2024 
 

The use of multi-winding or multi-phase synchronous machines makes it possible to improve 
electromagnetic compatibility with the power supply, ensure better operation in the case of faults in 
separate power channels, and improve the quality of electromagnetic torque in systems with 
semiconductor converters. The magnetic flux in hybrid-excited synchronous machines is formed by 
means of permanent magnets and an excitation winding. Such machines combine the advantages of 
permanent magnet synchronous machines with the ability to regulate the magnetic flux. Such regulation 
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is needed in electric drives to expand the speed regulation range, as well as in generators to provide 
better voltage stabilization and compensation for armature reaction under conditions of speed and load 
changes. 

Simplified models in rectangular frame are often used to perform research and synthesis of 
control systems for multi-winding synchronous machines, including permanent magnet machines, in 
power generation and consumption systems. Such models provide high calculation speed, however, they 
do not allow modeling all operating modes, including asymmetric ones with different winding 
connection schemes. 

The paper proposes a new mathematical model of a multi-winding synchronous machine with 
hybrid excitation developed using the method of average voltages at the numerical integration step, 
which provides high numerical stability of the computation performance. The model of the synchronous 
machine is developed in phase coordinates, which increases the possibilities of modeling, in particular, 
asymmetric operating modes and multichannel modes with different ways of connecting loads to 
windings. Representation of the mathematical model in the form of a multipole facilitates its use for 
modeling complex electromechanical systems. 

The adequacy of the model is confirmed by comparing the simulation results with the results of a 
physical experiment using a two-winding synchronous machine with hybrid excitation. 

Keywords: multiwinding synchronous machine, hybrid excitation system, mathematical model. 


